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Θεµελίωση της κβαντοµηχανικής

1.1 Γραµµικοί διανυσµατικοί χώροι

΄Οπως έχουµε µάθει στο εισαγωγικό µάθηµα Κβαντοµηχανικής στο προηγούµενο εξάµηνο, κάθε ϕυσικό σύστη-
µα στο µικρόκοσµο περιγράφεται από µια µιγαδική συνάρτηση. Η συνάρτηση αυτή έχει όλη την πληροφορία
για το ϕυσικό σύστηµα και συνηθίζουµε να τη λέµε «κυµατοσυνάρτηση» του συστήµατος. Η κυµατοσυνάρτηση
περιγράφει πλήρως την κατάσταση του ϕυσικού συστήµατος. Ακόµη, είδαµε ότι εάν δύο µιγαδικές συναρτή-
σεις Φ1, Φ2 είναι δυνατές καταστάσεις του συστήµατος, τότε και κάθε γραµµικός συνδυασµός τους είναι µια
δυνατή κατάσταση του συστήµατος.
Τα µετρήσιµα ϕυσικά µεγέθη εκπροσωπούνται στην Κβαντοµηχανική από µαθηµατικές εκφράσεις, τους τελε-
στές. Οι τελεστές αυτοί έχουν σα ϐασική ιδιότητά τους τη γραµµικότητα.
Ξεκινάµε λοιπόν µε τους γραµµικούς διανυσµατικούς χώρους.

1.1.1 Ευκλείδειος τριδιάστατος χώρος, Υπόδειγµα ενός Γραµµικού ∆ιανυσµατικού
χώρου

Ιδιότητες:

(α) Εάν τα διανύσµατα a και b ανήκουν στον τριδιάστατο ευκλείδειο γραµµικό χώρο S, τότε και το άθροισµά
τους a + b είναι διάνυσµα του χώρου S.

Γενικότερα κάθε γραµµικός συνδυασµός c1a + c2b είναι διάνυσµα του χώρου S, όπου c1, c2 αυθαίρετοι
σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί.

(ϐ) Κάθε διάνυσµα a γράφεται στον τριδιάστατο γραµµικό χώρο σαν γραµµικός συνδυασµός τριών µοναδιαί-
ων διανυσµάτων ê1, ê2 και ê3, που λέµε ότι αποτελούν τη ϐάση του χώρου:

a = a1ê1 + a2ê2 + a3ê3

Τα τρία αυτά µοναδιαία διανύσµατα τα επιλέγουµε έτσι ώστε να είναι µεταξύ τους κάθετα.

(γ) Το µέτρο του διανύσµατος a δίνεται στον ευκλείδειο γραµµικό χώρο από τη σχέση:

|a| =
(
a2

1 + a2
2 + a2

3

)1/2
(δ) Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι ένας πραγµατικός αριθµός και δίνεται από τη σχέση

a · b = |a| |b| cos θ

όπου θ είναι η γωνία µεταξύ των δύο διανυσµάτων.

Για θ = π/2⇒ a · b = 0⇒ ορθογώνια διανύσµατα
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(ε) ∆ιανύσµατα ϐάσης êk
êiêj = δij

όπου δij το σύµβολο του Kronecker

δij =

{
0, = για i 6= j
1, = για i = j

Τα êk είναι ορθοκανονικά διανύσµατα. Για δύο διανύσµατα a = a1ê1+a2ê2+a3ê3, b = b1ê1+b2ê2+b3ê3

ισχύει :
a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των ορθοκανονικών διανυσµάτων ϐάσης.

Κάθε σύνολο τριών γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων µπορεί να αποτελέσει ϐάση για τον τριδιάστατο
γραµµικό χώρο.

1.1.2 Ο ∆ιανυσµατικός Χώρος των τετραγωνικά ολοκληρώσιµων κυµατοσυναρτή-
σεων

Υπάρχουν και γραµµικοί χώροι απείρων διαστάσεων. Τα διανύσµατα του Ευκλείδειου χώρου αντικαθίστανται
από µιγαδικές συναρτήσεις Ψn(x) και δίνουν έναν συναρτησιακό χώρο, χώρος Hilbert.
Τις συναρτήσεις ϐάσης αποτελεί κάθε πλήρης οµάδα ορθοκανονικών συναρτήσεων.

Ιδιότητες:

(α) Γραµµικότητα (είναι µια ιδιότητα που επιβάλλεται στο χώρο από τα πειράµατα).

Εάν Φ1(x) και Φ2(x) ανήκουν στο χώρο S, τότε κάθε γραµµικός συνδυασµός

Φ(x) = c1Φ1(x) + c2Φ2(x)

ανήκει επίσης στο χώρο S, µε c1, c2, µιγαδικές σταθερές.

(ϐ) Εσωτερικό γινόµενο

〈Φ1,Φ2〉 =
ορισµός

∫
Φ?1(x)Φ2(x) dx

όπου Φ?1(x) είναι η µιγαδική συζυγής της Φ1(x),

και dx = dx1dx2dx3, εάν οι συναρτήσεις ορίζονται στον τριδιάστατο Ευκλείδειο χώρο R3.

Το εσωτερικό γινόµενο έχει όλες τις καλές ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου:

• 〈Φ1,Φ1〉 ≥ 0,

• 〈Φ1, aΦ2〉 = a〈Φ1,Φ2〉
• 〈Φ1,Φ2 + Φ3〉 = 〈Φ1,Φ2〉+ 〈Φ1,Φ3〉

Οι κυµατοσυναρτήσεις του γραµµικού χώρου είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµες, δηλαδή 〈Φ,Φ〉 < ∞.
Εάν 〈Φ1,Φ2〉 = 0 λέµε ότι οι δύο συναρτήσεις είναι ορθογώνιες µεταξύ τους.

(γ) Απεικόνιση του S→ S µέσω µιας µαθηµατικής πράξης, δηλαδή ενός τελεστή Â:

ÂΦ→ Φ′, Φ ∈ S⇒ Φ′ ∈ S

Â = A

(
x,

d

dx
, . . .

)
(δ) Γραµµικότητα των τελεστών της Κβαντοµηχανικής

Â(c1Φ1 + c2Φ2 + c3Φ3) = c1(ÂΦ1) + c2(ÂΦ2) + c3(ÂΦ3)
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1.2 Τελεστές

(1) Πρόσθεση τελεστών που δρουν σε χώρο Hilbert

Ĉ = Â+ B̂, δηλαδή: ĈΦ = (Â+ B̂)Φ = ÂΦ + B̂Φ

(2) Πολλαπλασιασµός Τελεστών
Ĉ = Â · B̂ ⇒ ĈΦ = Â(B̂Φ), ∀Φ ∈ S

(3) Μεταθέτες Τελεστών
D̂ = [Â, B̂]⇒ D̂Φ = Â(B̂Φ)− B̂(ÂΦ)

(γενικά, D̂ 6= 0)
⇒ [Â, B̂] = Â · B̂ − B̂ · Â

Εάν για δύο τελεστές ο µεταθέτης τους είναι µηδέν, λέµε ότι οι δύο τελεστές µετατίθενται.

Παράδειγµα

Â = x, B̂ =
∂

∂x
,

[Â, B̂]Φ = x

(
∂Φ

∂x

)
− ∂

∂x
(xΦ) = −Φ

⇒
[
Â, B̂

]
= −1

Οι τελεστές αυτοί δε µετατίθενται.

(4) Αντίστροφος τελεστής Â−1

Â · Â−1 = Â−1 · Â = 1

(Â · Â−1)Φ = Â(Â−1Φ) = Φ = Â−1(ÂΦ)

(5) Ιδιοσυναρτήσεις και ιδιοτιµές Τελεστή

Λύση της εξίσωσης ÂΦ = aΦ για έναν τελεστή Â.

Το Φ ονοµάζεται Ιδιοσυνάρτηση του Â και το a ονοµάζεται ιδιοτιµή του Â που αντιστοιχεί στην Ιδιο-
συνάρτηση Φ.

Εάν οι Ιδιοτιµές είναι ένα διακριτό σύνολο, τότε το αριθµούµε και το συµβολίζουµε µε an, οπότε

Φn : ÂΦn = anΦn

Εάν ο τελεστής Â είναι ένας διαφορικός τελεστής τότε η εξίσωση των ιδιοτιµών αντιστοιχεί στη λύση
µιας διαφορικής εξίσωσης.

Εάν σε µια ιδιοτιµή a του τελεστή Â αντιστοιχούν δύο ή περισσότερες ιδιοσυναρτήσεις, γραµµικά ανε-
ξάρτητες, οι ιδιοσυναρτήσεις αυτές λέγονται εκφυλισµένες.

Οι συναρτήσεις Φ1,Φ2, . . . ,Φk λέγονται Γραµµικά Ανεξάρτητες εάν, δοθείσης της

β1Φ1 + β2Φ2 + . . .+ βkΦk = 0

ισχύει
β1 = β2 = . . . = βk = 0

(6) Ερµιτιανός Τελεστής Â (ορισµός)∫
Φ?(x)

(
ÂΨ(x)

)
dx =

∫ (
ÂΦ(x)

)?
Ψ(x) dx, ∀Φ,Ψ ∈ S

αλλιώς από το συµβολισµό του εσωτερικού γινοµένου γράφουµε:

〈Φ, ÂΨ〉 = 〈ÂΦ,Ψ〉
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(7) Συζυγής Τελεστής του Â⇒ Â† ∫
Φ?
(
ÂΨ
)

dx =

∫ (
Â†Φ

)?
Ψ dx

〈Φ, ÂΨ〉 = 〈Â†Φ,Ψ〉

Εφαρµογή: Υπολογισµός του (ÂB̂)†.∫
Φ?
(
ÂB̂Ψ

)
dx =

∫ (
Â†Φ

)?
B̂Ψ dx =

∫ (
B̂†Â†Φ

)?
Ψ dx

΄Οµως ισχύει επίσης : ∫
Φ?
(
ÂB̂Ψ

)
dx =

∫ (
(ÂB̂)†Φ

)?
Ψ dx

εποµένως
(ÂB̂)† = B̂†Â†

Εφαρµογή: (A†)† = A∫
Φ?(AΨ)dx =

∫
(A†Φ)?Ψdx =

(∫
(A†Φ)Ψ?dx

)?
=

(∫
Ψ?(A†Φ)dx

)?
=

(∫ (
(A†)†Ψ

)?
Φdx

)?
=

∫
Φ?(A†)†Ψdx, ∀Φ,Ψ

⇒ A = (A†)†

(8) Αυτοσυζυγής Τελεστής είναι αυτός για τον οποίο ισχύει

Â = Â†

Ο αυτοσυζυγής τελεστής είναι και ερµιτιανός.

(9) Γενικά για µια συνάρτηση g(Â) ενός τελεστή Â ισχύει :

Παίρνουµε τη συνάρτηση g(x) και την αναπτύσουµε κατά Taylor γύρω από το µηδέν :

g(x) =

+∞∑
n=0

1

n!
g(n)(0)xn

⇒ g(Â) =

+∞∑
n=0

1

n!
g(n)(0)Ân

Παράδειγµα: Να υπολογιστεί ο τελεστής της µετάθεσης T (α) που ορίζεται από τη σχέση

T (α)Ψ(x) = Ψ(x+ α)

Λύση:

Ψ(x+ α) = Ψ(x) + Ψ′(x)α+
1

2
Ψ′′(x)α2 + . . . =

∞∑
n=0

an

n!

dnΨ(x)

dxn

= eα
d
dxΨ(x) = T (α)Ψ(x)

⇒ T (α) = eα
d
dx µετάθεση κατά α.
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1.2.1 Ιδιότητες των Ερµιτιανών Τελεστών

(α) Το άθροισµα δύο Ερµιτιανών Τελεστών είναι Ερµιτιανός Τελεστής.

(ϐ) Εάν οι δύο Ερµιτιανοί Τελεστές µετατίθενται τότε το γινόµενό τους είναι Ερµιτιανός Τελεστής

(ÂB̂)† = B̂†Â† = B̂Â = ÂB̂

(γ) Οι ιδιοτιµές ενός Ερµιτιανού Τελεστή είναι πραγµατικοί αριθµοί.∫
Φ?nÂΦn dx = an

∫
Φ?nΦn dx

Ακόµη,

∫
Φ?nÂΦn dx =

∫
(ÂΦn)?Φn dx =

∫
(αnΦn)?Φn dx

= α?n

∫
Φ?nΦn dx

⇒ αn = α?n

(δ) Οι ιδιοσυναρτήσεις ενός Ερµιτιανού Τελεστή είναι ορθοκανονικές.∫
Φ?mÂΦn dx = an

∫
Φ?mΦn dx∫

Φ?mÂΦn dx =

∫
(ÂΦm)?Φn dx = α?m

∫
Φ?mΦn dx

αλλά α?m = αm

εποµένως

(αn − αm)

∫
Φ?mΦn dx = 0

Εάν an 6= am έχουµε: ∫
Φ?mΦn dx = 0

Ακόµη η εξίσωση ιδιοτιµών ÂΦ = αΦ είναι γραµµική, άρα µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε τις Φ
κατάλληλα ώστε ∫

Φ?nΦn dx = 1

⇒
∫

Φ?mΦn dx = δmn

(ε) Επαλληλία, πλήρες σύνολο ιδιοσυναρτήσεων για τους ερµιτιανούς τελεστές της Κβαντοµηχανικής.

Στην Κβαντοµηχανική δεχόµαστε ότι :
Σε κάθε µετρήσιµο ϕυσικό µέγεθος A ενός ϕυσικού συστήµατος αντιστοιχούµε έναν Ερµιτιανό Τελεστή.
Οι ιδιοτιµές του τελεστή συµπίπτουν µε όλες τις δυνατές τιµές του A κατά τη µέτρηση.
΄Ολοι οι Ερµιτιανοί Τελεστές που χρησιµοποιούνται στην Κβαντοµηχανική έχουν ένα πλήρες σύστηµα
Ιδιοσυναρτήσεων, δηλαδή ∀Φ ∈ S έχουµε:

Φ =
∑
n

cnΦn,

όπου ÂΦn = αnΦn και
∫

Φ?nΦm dx = δnm.

Υπολογισµός των συντελεστών cn στο ανάπτυγµα της Φ:∫
Φ?nΦ dx =

∑
m

cm

∫
Φ?nΦm dx =

∑
m

cmδmn

επειδή
∑
m cmδnm = cn

⇒ cn =

∫
Φ?nΦ dx
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(στ) Η αναµενόµενη (µέση) τιµή ενός ερµιτιανού τελεστή είναι πάντοτε πραγµατικός αριθµός.

΄Εστω
α =

∫
Φ?(ÂΦ) dx =

∫
(ÂΦ)?Φ dx

α? =

[∫
Φ?(ÂΦ) dx

]?
=

∫
Φ(ÂΦ)? dx = α

Μπορεί να δειχτεί και το αντίστροφο:
Εάν η αναµενόµενη τιµή ενός τελεστή Â ως προς κάθε διάνυσµα του S είναι πραγµατικός αριθµός, τότε
ο τελεστής είναι ερµιτιανός.

Απόδειξη. Παίρνουµε δύο συναρτήσεις του S, έστω τις Φ1 και Φ2 και ϕτιάχνουµε την Ψ = Φ1 + αΦ2, µε
α αυθαίρετο αριθµό.

Η αναµενόµενη τιµή της Â ως προς την Ψ είναι ένας πραγµατικός αριθµός, δηλαδή:∫
Ψ?ÂΨ dx =

(∫
Ψ?ÂΨ

)?
=

∫
(ÂΨ)?Ψ dx

⇒
∫

(Φ1 + αΦ2)?Â(Φ1 + αΦ2) dx =

∫
(Φ1 + αΦ2)

[
Â(Φ1 + αΦ2)

]?
dx.∫

Φ?1ÂΦ1 dx+ α

∫
Φ?1ÂΦ2 dx+ α?

∫
Φ?2ÂΦ1 dx+ |α|2

∫
Φ?2ÂΦ2 dx

=

∫
Φ1(ÂΦ1)? dx+ α

∫
Φ2(ÂΦ1)? dx+ α?

∫
Φ1(ÂΦ2)? dx+ |α|2

∫
Φ2(ÂΦ2)? dx

Ισχύει για κάθε α⇒ ∫
Φ?1(ÂΦ2) dx =

∫
(ÂΦ2)?Φ1 dx ∀Φ1,Φ2

Εποµένως ο τελεστής Â είναι ερµιτιανός.

1.2.2 ∆ύο προτάσεις για τη σύνδεση µεταξύ Πειράµατος και Θεωρίας

1. Σε κάθε µετρήσιµο ϕυσικό µέγεθος A(r,p) που είναι συνάρτηση της ϑέσης (r) και της ορµής (p) αντιστοιχεί
ένας Ερµιτιανός Κβαντικός Τελεστής Â(r̂, p̂) που ϕτιάχνεται ϐάζοντας όπου r̂ = r και p̂ = −i~∇.
2. Οι τιµές ενός µετρήσιµου ϕυσικού µεγέθους A(r,p) ισούνται µε τις ιδιοτιµές του αντίστοιχου τελεστή
Â(r̂, p̂), που υπολογίζονται από την αντίστοιχη εξίσωση ιδιοτιµών

Â(r,−i~∇)Φn(r) = λnΦn(r)

Παράδειγµα 1. ∆είξτε ότι ο τελεστής της ορµής p = −i~∇ είναι ερµιτιανός στο χώρο των κανονι-
κοποιήσιµων συναρτήσεων.

Λύση:

Για να είναι κανονικοποιηµένες οι συναρτήσεις πρέπει να τείνουν στο µηδέν για x→ ±∞

⇒
∫ +∞

−∞
Φ?1(p̂xΦ2) dx = −i~

∫ +∞

−∞
Φ?1

dΦ2

dx
dx

= (−i~)

[∫ +∞

−∞

d

dx
(Φ?1Φ2) dx−

∫ +∞

−∞

(
dΦ?1
dx

Φ2 dx

)]
= (−i~) [Φ?1Φ2]

∣∣∣+∞
−∞

+ (i~)

∫ +∞

−∞

(
dΦ1

dx

)?
Φ2 dx

= µηδέν +

∫ +∞

−∞

(
−i~dΦ1

dx

)?
Φ2 dx

=

∫ +∞

−∞
(p̂xΦ1)?Φ2 dx

Θα χρησιµοποιώ πολλές ϕορές τους τελεστές px, py, pz της ορµής χωρίς το σύµβολο ˆ από επάνω.
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Παράδειγµα 2. Εάν για το δυναµικό (δυναµική ενέργεια) ισχύει V ? = V , τότε ο τελεστής της
Ολικής Ενέργειας, δηλαδή η Χαµιλτονιανή Ĥ του συστήµατος είναι ερµιτιανός τελεστής στο
χώρο των κανονικοποιήσιµων συναρτήσεων.

Ĥ =
p2

2m
+ V̂ (r), p2 = p2

x + p2
y + p2

z

Ας πάρουµε µόνο την px = −i~ d

dx
και V̂ = V (x).

∫ +∞

−∞
Φ?1ĤΦ2 dx =

1

2m

∫ +∞

−∞
Φ?1p

2
xΦ2 dx+

∫ +∞

−∞
Φ?1V (x)Φ2 dx

=
1

2m

∫ +∞

−∞
(pxΦ1)?pxΦ2 dx+

∫ +∞

−∞
(V (x)Φ1)?Φ2 dx

=
1

2m

∫ +∞

−∞
(p2
xΦ1)?Φ2 dx+

∫ +∞

−∞
(V (x)Φ1)?Φ2 dx =

∫ +∞

−∞
(ĤΦ1)?Φ2 dx

΄Οµοια για τα p2
y και p2

z. Ακόµη, p2
xΦ2(x) ≡ px(pxΦ2).

Εάν Φ2 → 0 για x→ ±∞ και το dΦ2/dx→ 0, x→ ±∞.
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1.3 Βασικές Στατιστικές ΄Εννοιες

1.3.1 Μέση τιµή

΄Εχουµε ένα στατιστικό µέγεθοςA που παίρνει διακριτές τιµές a1, a2, . . . , aν . Σε µια σειρά µετρήσεωνN έχουµε
N1 ϕορές το a1, . . . , Nν ϕορές το aν . Η µέση τιµή του A δίνεται από τη σχέση

〈A〉 =
N1a1 + . . .+Nνaν

N
= a1

N1

N
+ . . .+ aν

Nν
N

= a1f1 + . . .+ aνfν =

ν∑
k=1

akfk

όπου fk οι συχνότητες εµφάνισης της k τιµής. Αν το N →∞ τότε fk → Pk, που είναι η πιθανότητα εµφάνισης
της τιµής.

⇒ 〈A〉 = a1P1 + . . .+ aνPν =

ν∑
k=1

akPk

και
ν∑
k=1

Pk = 1

Για µια τυχούσα συνάρτηση G(A) ενός στατιστικού µεγέθους A, οι δυνατές τιµές είναι οι gν = G(aν)

⇒ 〈G(A)〉 =

ν∑
k=1

gkPk =

ν∑
k=1

G(ak)Pk

1.3.2 Συνεχής Κατανοµή, Πυκνότητα Πιθανότητας

Εάν οι τιµές που παίρνει ένα στατιστικό µέγεθος A είναι συνεχείς, τότε ορίζουµε την πιθανότητα να ϐρεθεί η
τιµή του A σε ένα διάστηµα απειροστό γύρω από κάποια τιµή a, δηλαδή στο διάστηµα(

a− da

2
, a+

da

2

)
ίση µε P (a)da

όπου
⇒ P (a) = πυκνότητα πιθανότητας

〈A〉 =

∫ +∞

−∞
aP (a)da

P (a1 < a < a2) =

∫ a2

a1

P (a) da

και ∫ +∞

−∞
P (a) da = 1

Για µια τυχούσα συνάρτηση G(A) του στατιστικού µεγέθους A:

〈G(A)〉 =

∫ +∞

−∞
G(a)P (a) da

1.3.3 ∆ιασπορά (∆A)2 και Τυπική Απόκλιση ∆A

(∆A)2 = 〈
(
A− 〈A〉

)2〉, ∆A =
√
〈(A− 〈A〉)2〉

(∆A)2 =

∫ +∞

−∞
(a− 〈A〉)2P (a) da

=

∫ +∞

−∞
a2P (a) da− 2〈A〉

∫ +∞

−∞
aP (a) da︸ ︷︷ ︸
〈A〉

+〈A〉2
∫ +∞

−∞
P (a) da︸ ︷︷ ︸
=1

= 〈A2〉 − 2〈A〉2 + 〈A〉2 = 〈A2〉 − 〈A〉2
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Για διακριτή κατανοµή έχουµε:

(∆A)2 =

ν∑
k=1

(ak − 〈A〉)2P (ak)

=
∑
k

a2
kPk − 2〈A〉

∑
k

akPk + 〈A〉2 = 〈A2〉 − 2〈A〉2 + 〈A〉2

= 〈A2〉 − 〈A〉2

Εάν η διασπορά µιας στατιστικής κατανοµής είναι µηδέν, τότε η κατανοµή αποτελείται από µία µόνο τιµή µε
πιθανότητα 1. ΄Αρα όλες οι µετρήσεις ϑα δίνουν σαν αποτέλεσµα αυτή την µοναδική τιµή.

(∆A)2 = 0⇒ a = 〈A〉

Απόδειξη για διακριτή κατανοµή.
ν∑
κ=1

(ak − 〈A〉)2
Pκ = 0

αλλά Pκ ≥ 0 και (aκ − 〈A〉)2 ≥ 0 οπότε

〈A〉 = aκ0 και Pκ0 = 1, Pκ = 0 για κάθε k 6= k0,

διότι
∑
κ Pκ = 1.

1.3.4 Στατιστικές Ροπές

Στατιστική Ροπή τάξης n (n-οστής τάξης) µιας στατιστικής κατανοµής ονοµάζουµε τη µέση τιµή της νιοστής
δύναµης της στατιστικής µεταβλητής.

In = 〈An〉 =

∫ +∞

−∞
anP (a) da

Ξέροντας τις στατιστικές ϱοπές In (n = 1, 2, . . . ,∞) µπορούµε να υπολογίσουµε τη µέση τιµή της τυχούσας
συνάρτησης G(A) που µπορεί να αναπτυχθεί σε δυναµοσειρά Taylor.
Εάν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση F (A, ξ) = eiξA, τότε

f(ξ) = 〈eiξA〉 = 〈
∑
n

(iξ)n

n!
An〉

=
∑
n

(iξ)n

n!
〈An〉 =

∑
n

(iξ)n

n!
In

Η συνάρτηση f(ξ) ονοµάζεται χαρακτηριστική συνάρτηση της στατιστικής κατανοµής.

f(ξ) = 〈eiξA〉 =

∫ +∞

−∞
eiξaP (a) da

και

P (a) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−iξadξ

⇒ In → f(ξ)→ P (a)

1.4 Εξίσωση του Schrödinger

΄Ενα σωµατίδιο περιγράφεται στην Κβαντοµηχανική από µια µιγαδική συνάρτηση Ψ(r, t) του χώρου και του
χρόνου, που ονοµάζεται κυµατοπακέτο ή κυµατοσυνάρτηση.
Αυτή η κυµατοσυνάρτηση περιέχει όλη την πληροφορία για το σύστηµα.
Η διαφορική εξίσωση που µας δίνει ως λύση την Ψ(r, t) για ένα σωµατίδιο που ϐρίσκεται υπό την επίδραση
δυνάµεων είναι η εξίσωση του Schrödinger:



10 Θεµελίωση της κβαντοµηχανικής

[
− ~2

2m
∇2 + V (r, t)

]
Ψ(r, t) = i~

∂Ψ(r, t)

∂t

Η εξίσωση αυτή δεν είναι συνέπεια κάποιου άλλου ϕυσικού νόµου. Αυτή η εξίσωση είναι ο ϐασικός ϕυσικός
νόµος.
Παίρνοντας κλασσικά την ολική ενέργεια ενός σώµατος, όταν η δυναµική ενέργεια δεν εξαρτάται από το χρόνο,
έχουµε:

E =
p2

2m
+ V

Παίρνοντας και τον τελεστή της ορµής,
p = −i~∇

έχουµε

Ĥ(r, t) =
p̂2

2m
+ V (r, t) = − ~2

2m
∇2 + V (r, t)

γενικεύοντας και για χρονικά µεταβαλλόµενες δυνάµεις. Αυτή η έκφραση είναι η Χαµιλτονιανή H του συστή-
µατος. Οπότε η εξίσωση του Schrödinger γράφεται ως εξής :

ĤΨ = i~
∂Ψ

∂t

Μπορούµε να ϐρούµε µια αντιστοιχία µεταξύ της ορµής και ενέργειας ενός σωµατιδίου µε το µήκος κύµατος

και τη συχνότητα για ένα κύµα, όταν V (r, t) = 0:

⇒ i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
=

p2

2m
Ψ = EΨ

E =
p2

2m
κλασσικά

Εαν Ψ = Aei(kx−ωt) επίπεδο µονοχρωµατικό κύµα,

∂Ψ

∂t
= −iωΨ = −iE

~
Ψ

⇒ ω =
E

~
⇒ ν =

E

h

ω = 2πν και ~ =
h

2π

∂Ψ

∂x
= ikΨ

∂2Ψ

∂x2
= (ik)2Ψ = −k2Ψ

Συνεπώς για να ικανοποιεί αυτό το κύµα την εξίσωση του Schrödinger έχουµε:

EΨ = − ~2

2m
(−k2)Ψ

και επειδή E = p2/2m κλασσικά, ϑα έχουµε:

p = ~k ⇒ p =
h

2π

2π

λ

⇒ λ =
h

p
Σχέση του De Broglie

⇒ Ψ(x, t) = Aei(px−Et)/~

h είναι η σταθερά του Planck και ισούται µε 6, 63× 10−34 Joule · sec.

~ =
h

2π
= 1, 05 · 10−34 Joule · sec.
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Ιστορικά τα πράγµατα πηγαίνουν ανάποδα:
De Broglie⇒ σε κάθε σωµατίδιο έχουµε

λ = h/p, ν =
E

h
και E =

p2

2m

΄Αρα ποια διαφορική εξίσωση δίνει τη λύση ;
Εξίσωση από τον Schrödinger⇒

ορµή p = διαφορικός τελεστής = −i~ ∂

∂x

1.4.1 Λύση της Εξίσωσης του Schrödinger[
− ~2

2m
∇2 + V (r, t)

]
Ψ(r, t) = i~

∂Ψ(r, t)

∂t
(1.1)

Η εξίσωση του Schrödinger µπορεί να λυθεί µε τη µέθοδο του χωρισµού των µεταβλητών. Αναζητούµε λοιπόν
λύση της µορφής:

Ψ(r, t) = Ψ(r)Φ(t)

Τέτοια λύση υπάρχει µόνον όταν V = V (r). Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1.1), όταν η δυναµική ενέργεια
δεν εξαρτάται από το χρόνο, ϐρίσκουµε:[

− ~2

2m
∇2Ψ + V (r)Ψ

]
Φ = i~

∂Φ

∂t
Ψ

∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη µε τη Ψ(r)Φ(t) οπότε παίρνουµε,

ĤΨ(r)

Ψ(r)︸ ︷︷ ︸
συνάρτηση

µόνο των x,y,z

= i~
1

Φ

∂Φ

∂t︸ ︷︷ ︸
συνάρτηση µόνο του t

Ισχύει η ισότητα για κάθε x, y, z, t. ΄Αρα κάθε όρος είναι ένας σταθερός αριθµός, έστωW . Εποµένως παίρνουµε
τις σχέσεις : 

[
− ~2

2m
∇2 + V

]
Ψ = WΨ

i~
∂Φ(t)

∂t
= WΦ(t) ⇒ Φ(t) = e−iWt/~

⇒ Ψ(r, t) = Ψ(r)e−iWt/~

Ποια είναι η ϕυσική σηµασία της σταθεράς W ; Η W είναι η ενέργεια E του σωµατιδίου στην κατάσταση Ψ(r),
όπως εύκολα ϕαίνεται από τα προηγούµενα όταν V = 0. Εποµένως,

ĤΨ(r) = EΨ(r) (1.2)

Ψ(r, t) = Ψ(r)e−iEt/~ (1.3)

΄Αρα E είναι µια ιδιοτιµή της Χαµιλτονιανής και Ψ(r) το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα ή ιδιοσυνάρτηση. Λύνουµε
λοιπόν πρώτα την (1.2) και τότε η (1.3) µας δίνει τη χρονική εξάρτηση.

1.4.2 Στατιστική ερµηνεία της Κυµατοσυνάρτησης

΄Οταν κάνουµε µια µέτρηση δε µπορούµε να ϐρούµε ακριβώς τη ϑέση x που ϐρίσκεται το σώµα. Αυτό που
µπορούµε να ϐρούµε είναι η πιθανότητα να ϐρεθεί το σώµα σε αυτήν τη ϑέση, και αυτή η πιθανότητα είναι
ανάλογη µε την κυµατοσυνάρτηση. ΄Οσο µεγαλύτερη η κυµατοσυνάρτηση σε ένα σηµείο, τόσο µεγαλύτερη η
πιθανότητα.

Η κυµατοσυνάρτηση εκφράζει ένα πλάτος πιθανότητας (κατά Born), της οποίας το τετράγωνο της
απόλυτης τιµής δίνει την πυκνότητα της πιθανότητας να ϐρεθεί ένα σύστηµα σε µια περιοχή του
χώρου, κάποια χρονική στιγµή

P (r, t) = Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)
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Η ολική πιθανότητα να ϐρίσκεται το σωµάτιο τη χρονική στιγµή t κάπου µέσα στο χώρο εκφράζεται από το
ολοκλήρωµα

C =

∫
όγκο

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)d3x

και αυτή η πιθανότητα πρέπει να είναι µονάδα. ΄Αρα αυτό το ολοκλήρωµα πρέπει να συγκλίνει για κάθε t. Με
αυτό τον τρόπο κανονικοποιούµε την κυµατοσυνάρτηση ώστε να δίνει πιθανότητα ένα. Συναρτήσεις µε αυτή
την ιδιότητα ονοµάζονται τετραγωνικά ολοκληρώσιµες.

Θα δείξουµε τώρα ότι το C είναι ανεξάρτητο του χρόνου (για µία διάσταση µόνο).

dC

dt
=

d

dt

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)Ψ(x, t)

=

∫ +∞

−∞

∂Ψ∗

∂t
Ψ dx+

∫ +∞

−∞
Ψ∗

∂Ψ

∂t
dx

αλλά
i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ

και
−i~∂Ψ∗

∂t
= (ĤΨ)∗

⇒ ∂Ψ

∂t
=
−i
~
ĤΨ,

∂Ψ∗

∂t
=
i

~
(ĤΨ)∗

⇒ dC

dt
=
i

~

∫ +∞

−∞
(ĤΨ)∗Ψ dx− i

~

∫ +∞

−∞
Ψ∗(ĤΨ) dx

Ο τελεστής Ĥ είναι ερµιτιανός

⇒
∫

(ĤΨ)∗Ψ dx =

∫
Ψ∗(ĤΨ) dx

⇒ dC

dt
= 0

και η ολική πιθανότητα
∫ +∞
−∞ Ψ∗Ψ dx είναι ανεξάρτητη του χρόνου. ΄Αρα κανονικοποιώντας για ένα συγκεκρι-

µένο t = t0 ισχύει για κάθε t.

1.4.3 Ιδιότητες των Κυµατοσυναρτήσεων

α) Οι κυµατοσυναρτήσεις Ψ(r, t) που περιγράφουν ένα ϕυσικό σύστηµα σε µια κατάσταση και οι ιδιοσυναρτή-
σεις Ψ(r) του τελεστή Ĥ της ολικής ενέργειας, καθώς και οι πρώτες παράγωγοί τους πρέπει να είναι συνεχείς,
µονότιµες και πεπερασµένες σε όλο το χώρο ορισµού των. (Για να είναι δεκτές λύσεις της ĤΨ = EΨ)
Ακόµη, ϑέλουµε το ∫

V

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t)d3x

να είναι πεπερασµένο. ∆ηλαδή ο γραµµικός χώρος των κυµατοσυναρτήσεων αποτελείται από τις τετραγωνικά
ολοκληρώσιµες µιγαδικές συναρτήσεις.
΄Εστω ότι πάµε σε σφαιρικές συντεταγµένες

d3x = r2 sin θ dr dθ dφ

Εάν |Ψ(r)| −−−−→
r→∞

rα τότε,

|Ψ|2 = Ψ∗Ψ −−−−→
r→∞

r2α

⇒
∫

Ψ∗Ψd3x −−−−→
r→∞

∫
r2α+2 dr

Για να συγκλίνει αυτό το ολοκλήρωµα ϑέλουµε

2α+ 2 < −1⇒ 2α+ 3 < 0

⇒ α < −3

2
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Εάν 2α+ 2 = −1 τότε ∫
dr

r
' ln r,

το οποίο αποκλίνει. Εάν 2α+ 2 > −1 το ολοκλήρωµα δίνει ϑετική δύναµη του r και αποκλίνει και πάλι.

ϐ) Αρχή της Επαλληλίας: Εάν Ψn(r, t) είναι ιδιοσυνάρτηση του ερµιτιανού τελεστή της ολικής Ενέργειας
µε ιδιοτιµή En, τότε κάθε γραµµικός συνδυασµός των Ψn(r, t) που ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες δίνει µια
κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t) που ϑα µπορούσε να περιγράψει το σύστηµα σε µια κατάσταση

Ψ(r, t) =
∑
n

αnΨn(r, t)

οι αριθµοί αn (0 ≤ αn ≤ 1) εκφράζουν το ϐαθµό συµµετοχής κάθε Ψn στην Ψ. Η ποσότητα |αn|2 = α∗nαn
σχετίζεται µε την πιθανότητα εµφάνισης της ιδιοτιµής En σε µια µέτρηση του µεγέθους E. Ακόµη,

αn =

∫
όγκο

Ψ∗n(r, t)Ψ(r, t) d3x

και ∑
n

|αn|2 =
∑
n

α∗nαn = 1

για να δίνει το |Ψ|2 την πυκνότητα πιθανότητας.
Ισχύει

Ψ(r, t) =
∑
n

αnΨn(r, t) =
∑
n

αnΨn(r)e−iEnt/~

και ∫
όγκο

Ψ∗n(r)Ψm(r) d3x = δnm

⇒
∫

Ψ∗n(r, t)Ψ(r, t) d3x =
∑
m

αm

∫
Ψ∗n(r)Ψm(r) d3xe−i(Em−En)/~

=
∑
m

αmδnme
−i(Em−En)t/~ = αn

εφόσον η Ψ(r, t) είναι κυµατοσυνάρτηση ενός ϕυσικού συστήµατος, απαιτούµε∫
όγκο

Ψ∗(r, t)Ψ(r, t) d3x = 1

⇒ 1 =

∫
V

Ψ∗Ψ d3x =
∑
n

∑
m

α∗nαm

∫
όγκο

Ψ∗n(r)Ψm(r)e−i(Em−En)t d3x

=
∑
n

∑
m

α∗nαmδnme
−i(∆Enm)t

=
∑
n

α∗nαn

Η Ψ(r, t), που είναι γραµµική επαλληλία των Ψn, ικανοποιεί την εξίσωση του Schrödinger. Πράγµατι :

i~
∂Ψ

∂t
=
∑
n

αn(i~)
∂Ψn

∂t
=
∑
n

αnĤΨn = ĤΨ

Οι αριθµοί αn είναι σταθεροί στο χρόνο και µπορούν να υπολογιστούν εάν ξέρουµε τη συνάρτηση Ψ(r, t) για
µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή t0, έστω t0 = 0

⇒ αn =

∫
όγκο

Ψ∗n(r)Ψ(r, 0) d3x
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Χρονική Εξέλιξη Κυµατοσυνάρτησης

Εάν ξέρουµε την κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, 0), µπορούµε να ορίσουµε έναν τελεστή Ŝ(t) έτσι ώστε

Ψ(r, t) = Ŝ(t)Ψ(r, 0)

Η Ψ ικανοποιεί την εξίσωση του Schrödinger:

⇒ i~
∂Ŝ

∂t
Ψ(r, 0) = ĤŜ(t)Ψ(r, 0)

⇒

[
i~
∂Ŝ

∂t
− ĤŜ

]
Ψ(r, 0) = 0 ∀t και ∀Ψ

⇒ i~
∂Ŝ

∂t
= ĤŜ, εάν

∂Ĥ

∂t
= 0

⇒ Ŝ(t) = e−iĤt/~,

Ψ(r, 0) =
∑
n

αnΨn(r)

⇒ Ψ(r, t) = e−iĤt/~Ψ(r, 0) =
∑
n

αne
−iĤt/~Ψn(r)

=
∑
n

αnΨn(r)e−iEnt/~

διότι
e−iHtΨn(r) = e−iEnt/~Ψn(r)

εάν ĤΨn = EnΨn.

γ) Ιδιοκαταστάσεις ή στάσιµες καταστάσεις ενός συστήµατος

΄Εστω η Ψn(r, t) είναι η κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος σε µια κατάσταση µε ενέργεια En. Η πυκνότητα
πιθανότητας είναι

Ψ∗n(r, t)Ψn(r, t) = Ψ∗n(r)Ψn(r)eiEnt/~e−iEnt/~ = Ψ∗n(r)Ψn(r)

και είναι ανεξάρτητη του χρόνου. Αυτές οι καταστάσεις λέγονται στάσιµες καταστάσεις, και αντιστοιχούν
σε σταθερή ενέργεια.
Εάν όµως έχουµε την κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος να είναι ένας γραµµικός συνδυασµός από Ψn(r, t),
τότε

Ψ(r, t) =
∑
n

anΨn(r, t)

και
Ψ∗(r, t)Ψ(r, t) =

∑
n

a∗l anΨ∗l (r)Ψn(r) +
∑
n,l
n 6=l

a∗nalΨ
∗
nΨle

−i(El−En)t/~

δηλαδή η πυκνότητα πιθανότητας δεν είναι σταθερή µε το χρόνο, και εκτελεί γενικά ταλάντωση µε γωνιακή
συχνότητα π.χ.

ωnl =
En − El

~
ανάµεσα στις Ψn,Ψl ιδιοκαταστάσεις του συστήµατος.

δ) Μέση ή Αναµενόµενη Τιµή

Εφόσον P (x, t) = Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) είναι η πιθανότητα το σωµατίδιο να είναι στη ϑέση x τότε η µέση τιµή της
ϑέσης είναι :

〈x〉 =

∫ +∞

−∞
xP (x, t) dx =

∫ +∞

−∞
Ψ(x, t)∗(x̂Ψ(x, t)) dx
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όπου x̂Ψ(x, t) = xΨ(x, t).

Αυτός ο τύπος ισχύει για κάθε δύναµη του x̂n:

〈xk〉 =

∫
Ψ∗(x, t)xkΨ(x, t) dx

Γενικεύοντας λοιπόν έχουµε ότι η µέση τιµή για κάθε ϕυσικό µέγεθος A που δίνεται από τον τελεστή Â, όταν
το σύστηµα είναι στην κατάσταση Ψ, ειναι

〈A〉 =

∫
όγκο

Ψ∗(r, t)ÂΨ(r, t) d3x

και όµοια,

〈Ak〉 =

∫
Ψ∗ÂkΨ d3x

΄Αρα ειδικά για την ενέργεια έχουµε, εάν :

Ψ(r, t) =
∑
n

anΨn(r, t), ĤΨn(r) = EnΨn(r)

⇒ 〈E〉 =

∫
Ψ∗ĤΨ d3x

⇒ 〈E〉 =
∑
n

|an|2En

Εάν Φ(r, t) είναι η κυµατοσυνάρτηση για έναν ερµιτιανό τελεστή Â που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ, τότε

ÂΦ = λΦ

και η µέση τιµή του Â είναι :

〈A〉 =

∫
Φ∗ÂΦ d3x = λ

∫
Φ∗Φ d3x = λ

και η διασπορά είναι
(∆A)2 = 〈A2〉 − 〈A〉2 = λ2 − λ2 = 0

΄Αρα η µόνη τιµή που παίρνουµε κατά τη µέτρηση της ποσότητας A είναι η λ.

Εάν Φn(r, t) είναι ιδιοσυναρτήσεις του Â και του Ĥ συγχρόνως, τότε γράφουµε τη λύση του συστήµατος Ψ(r, t)
σαν επαλληλία των Φn και έχουµε:

Ψ =
∑
n

anΦn, an σταθερές στο χρόνο

〈A〉 =

∫
Ψ∗ÂΨ d3x =

∑
n

a∗nanλn

ανεξάρτητη του χρόνου. ∆ηλαδή, |an|2 = α∗nan = Pn = Πιθανότητα να ϐρούµε την τιµή λn για το ϕυσικό
µέγεθος A σε µια µέτρηση.

Το µέγεθος A µε µέση τιµή ανεξάρτητη του χρόνου λέµε ότι είναι διατηρήσιµο µέγεθος.

Εάν οι ιδιοσυναρτήσεις της Ĥ δεν είναι και ιδιοσυναρτήσεις του Â, τότε εάν το σύστηµα είναι στην κατάσταση
Φ(r, t) µε Φ(r, t) =

∑
n anΨn(r, t):

ĤΨn = EnΨn
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Η µέση τιµή του µεγέθους A είναι :

〈A〉 =

∫
Φ∗ÂΦ d3x =

∑
n,m

a∗nam

∫
Ψ∗nÂΨm d3x

=
∑
n,m

a∗name
−i(Em−En)t/~

∫
όγκο

Ψ∗n(r)ÂΨm(r) d3x

Ορίζουµε ωmn = (Em − En)/~. Το

Anm =

∫
όγκο

Ψ∗n(r)ÂΨm(r) d3x

είναι το στοιχείο (n,m) του πίνακα A. Επειδή ο Â είναι ερµιτιανός συνεπάγεται ότι Anm = A∗mn.

⇒ 〈A〉 =
∑
n,m

a∗name
−iωmntAnm

είναι χρονικά εξαρτηµένη.

Anm =

∫
Ψ∗nÂΨm d3x, Amn =

∫
Ψ∗mÂΨn d3x

⇒ (Amn)∗ =

(∫
Ψ∗m(ÂΨn) d3x

)∗
=

∫
(ÂΨn)∗Ψm d3x

=

∫
Ψ∗nÂΨm d3x = Anm

Το ότι ο Â είναι Ερµιτιανός Τελεστής συνεπάγεται ότι ο Akλ είναι Ερµιτιανός Πίνακας.

1.4.4 Εξίσωση του Schrödinger για περισσότερα από ένα σωµάτια

Εάν ένα σύστηµα αποτελείται απόN σωµάτια µε συντεταγµένες rk = (xk, yk, zk) και ορµές pk = (pxk, pyk, pzk),
τότε η χαµιλτονιανή του συστήµατος είναι :

H =

N∑
k=1

p2
k

2mk
+ V (r1, . . . , rN )

Αντικαθιστώντας τα ϕυσικά µεγέθη µε τους αντίστοιχους τελεστές ϑέσης και ορµής έχουµε:

pk = −i~
(

∂

∂xk
,
∂

∂yk
,
∂

∂zk

)

⇒


Ĥ =

N∑
k=1

~2

2mk
∇2
k + V (r1, . . . , rN )

ĤΨ(r1, . . . , rN , t) = i~
∂Ψ

∂t
(r1, . . . , rN , t)


Η πιθανότητα το σώµα 1 να ϐρεθεί γύρω από τη ϑέση r1, . . ., το σώµα N να ϐρεθεί γύρω από τη ϑέση rN είναι :

P (r1, . . . , rN , t)dV1 · · · dVN = Ψ∗(r1, . . . , rN , t)Ψ(r1, . . . , rN , t)dV

dV = dV1 · · · dVN = d3x1 · · · d3xN

µε
Ψ(r1, . . . , rN , t) = Ψ(r1, . . . , rN )Φ(t)

⇒ ĤΨ = EΨ και Φ(t) = e−iEt/~
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1.5 Μεταθετικές Ιδιότητες Τελεστών

Ως Μεταθέτης δύο τελεστών Â, B̂ έχει οριστεί η σχέση

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â

Εάν [Â, B̂] = 0, λέµε ότι οι δύο τελεστές µετατίθενται.

΄Οταν οι τελεστές δύο µεγεθών A,B µετατίθενται τότε τα δύο αυτά µεγέθη µπορούν να µετρηθούν ταυτόχρονα
και µε απόλυτη ακρίβεια. Τα µεγέθη A,B λέγονται συµβιβαστά, αλλιώς εάν [Â, B̂] 6= 0 λέγονται ασυµβίβαστα.

(1) ΄Οταν δύο µεγέθη είναι συµβιβαστά, δηλαδή µπορούν να µετρηθούν συγχρόνως (και µε απόλυτη ακρίβεια)
τότε οι τελεστές τους µετατίθενται.

Απόδειξη. ΄Οταν ένα µέγεθος A µετριέται, το σύστηµα ϐρίσκεται µετά τη µέτρηση σε µια ιδιοσυνάρτηση
Ψk του τελεστή Â:

ÂΨk = αkΨk

του τελεστή Â, αλλά τότε η Ψk είναι και ιδιοσυνάρτηση του B: B̂Ψk = βkΨk. ΄Αρα κάθε ιδιοσυνάρτηση
του Â είναι και ιδιοσυνάρτηση του B̂ και ανάποδα. ΄Αρα,

(ÂB̂ − B̂Â)Ψk = αkβkΨk − βkαkΨk = 0

Κάθε κυµατοσυνάρτηση γράφεται σαν επαλληλία των Ψk: Ψ =
∑
k ckΨk

⇒ (ÂB̂ − B̂Â)Ψ = ÂB̂Ψ− B̂ÂΨ = Â(B̂Ψ)− B̂(ÂΨ)

= Â(
∑
k

ckβkΨk)− B̂(
∑
k

ckαkΨk)

=
∑
k

ckβkαkΨk −
∑
k

ckαkβkΨk = 0

(2) Αν οι δύο τελεστές Â, B̂ µετατίθενται και ο ένας, έστω ο Â έχει µη εκφυλισµένες ιδιοσυναρτήσεις, τότε
αυτές ϑα είναι ιδιοσυναρτήσεις και του άλλου, του B̂. ΄Αρα τα δύο µεγέθη µπορούν να µετρηθούν
ταυτόχρονα.

Εάν ÂΨk = αkΨk µη εκφυλισµένη ιδιοσυνάρτηση, τότε

B̂(ÂΨk) = Â(B̂Ψk)

B̂(ÂΨk) = αkB̂Ψk

⇒ Â(B̂Ψk) = αk(B̂Ψk)

άρα η συνάρτηση Φ = B̂Ψk ιδιοσυνάρτηση του A µε ιδιοτιµή αk µη εκφυλισµένη. Συνεπάγεται ότι η Φ
είναι ανάλογη της Ψk και άρα Φ = βkΨk

⇒ B̂Ψk = βkΨk

(3) Αν δύο τελεστές Â, B̂ µετατίθενται και ο ένας από αυτούς έχει εκφυλισµένες ιδιοσυναρτήσεις, τότε µε κα-
τάλληλο γραµµικό συνδυασµό αυτών µπορούµε να κατασκευάσουµε ιδιοσυναρτήσεις του άλλου. ∆ηλαδή
µπορούµε να κατασκευάσουµε κοινές ιδιοσυναρτήσεις και των δύο τελεστών.

Ιδιότητες των µεταθετών

• [Â, B̂] + [B̂, Â] = 0

• [Â, Â] = 0

• [Â, λB̂ + µĈ] = λ[Â, B̂] + µ[Â, Ĉ]
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• [αÂ+ βB̂, Ĉ] = α[Â, Ĉ] + β[B̂, Ĉ]

• [Â, B̂Ĉ] = ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ = ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ± B̂ÂĈ

= [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]

• [ÂB̂, ĈD̂] =? = [Â, Ĉ]B̂D̂ + Ĉ[Â, D̂]B̂ + Â[B̂, Ĉ]D̂ + ĈÂ[B̂, D̂]

Μνηµονικός Κανόνας. Παίρνουµε όλους τους δυνατούς µεταθέτες :

[Â, Ĉ], [Â, D̂], [B̂, Ĉ], [B̂, D̂]

και πολλαπλασιάζουµε τον κάθε µεταθέτη µε τους υπόλοιπους τελεστές : ΄Ολους τους «εξ αριστερών» τελεστές
και των δύο γινοµένων προς τα αριστερά του απλού µεταθέτη και όλους τους «εκ δεξιών» προς τα δεξιά, όπως
κατωτέρω:

[A1A2 · · ·An, B1B2 · · ·Bk] =
∑
ij

(A1 · · ·Ai−1)(B1 · · ·Bj−1)[Ai, Bj ](Bj+1 · · ·Bk)(Ai+1 · · ·An)

=
∑
ij

(B1 · · ·Bj−1)(A1Ai−1)[AiBj ](Ai+1 · · ·An)(Bj+1 · · ·Bk)

[ÂB̂, ĈD̂Ê] = [Â, Ĉ]B̂D̂Ê + Ĉ[Â, D̂]B̂Ê + ĈD̂[Â, Ê]B̂

+ Â[B̂, Ĉ]D̂Ê + ĈÂ[B̂, D̂]Ê + ĈD̂Â[B̂, Ê]

Μεταθέτες Φυσικών Μεγεθών

(1) [x̂, p̂] = i~, [p̂, x̂] = −i~

[x̂, p̂]Ψ(x) = x̂p̂Ψ(x)− p̂x̂Ψ(x) = −i~xdΨ

dx
+ i~

d

dx
(xΨ)

= −
�
�
��

i~x
dΨ

dx
+
�
�
��

i~x
dΨ

dx
+ i~Ψ

= i~Ψ(x), ∀Ψ(x).

(2)

[x̂, p̂2] = p̂[x̂, p̂] + [x̂, p̂]p̂

= i~p̂+ i~p̂ = 2i~p̂

= i~
dp̂2

dp̂

[x̂, p̂k] = −i~dp̂k

dp̂
= i~kp̂k−1

[x̂, Â(x̂, p̂)] = i~
∂Â

∂p̂
,

απόδειξη µε ανάπτυξη του A(x̂, p̂) σε σειρά Taylor ως προς p̂ γύρω από το µηδέν.
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(3)

[p̂, x̂2] = x̂[p̂, x̂] + [p̂, x̂]x̂ = −2i~x̂

= −i~∂x̂
2

∂x̂

[p̂, Â(x̂, p̂)] = −i~∂Â
∂x̂

(4) Εξ ορισµού: [x, px] = [y, py] = [z, pz] = i~
και

[x, py] = [x, pz] = 0

΄Οµοια για τις άλλες µεταθέσεις.

(5) L = r× p, τελεστής της Στροφορµής

⇒


L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y
L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z
L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x

[L̂x, L̂y] = [(ŷp̂z − ẑp̂y), (ẑp̂x − x̂p̂z)]
= [ŷp̂z, ẑp̂x]− [ŷp̂z, x̂p̂z]− [ẑp̂y, ẑp̂x] + [ẑp̂y, x̂p̂z]

= ŷ[p̂z, ẑ]p̂x + 0 + 0 + x̂[ẑ, p̂z]p̂y

= −i~ŷp̂x + i~x̂p̂y = i~L̂z

΄Οµοια,
[L̂y, L̂z] = i~L̂x και [L̂z, L̂x] = i~L̂y

Ορίζουµε το σύµβολο (αντισυµµετρικό τανυστή) των Levi-Civita εijk

ε123 = 1

εκκλ = 0

⇒
{

[Li, Lj ] = i~εijkLk
i, j, k = 1, 2, 3

}
Οι τρεις συνιστώσες της στροφορµής δε µετατίθενται µεταξύ τους. ΄Αρα δεν έχουν κοινό σύνολο ιδιοσυ-
ναρτήσεων, άρα δε µπορούν να µετρηθούν συγχρόνως. Η ολική στροφορµή είναι :

L2 = L2
x + L2

y + L2
z

⇒ [L2, Lx] = [L2
x, Lx] + [L2

y, Lx] + [L2
z, Lx]

= 0 + Ly[Ly, Lx] + [Ly, Lx]Ly + Lz[Lz, Lx] + [Lz, Lx]Lz

= −i~��
�LyLz − i~��

�LzLy + i~��
�LzLy + i~��

�LyLz = 0

⇒ [L2, Lk] = 0, ∀k

Εποµένως η στροφορµή και µια συνιστώσα της µπορούν να µετρηθούν συγχρόνως.

Για κάθε µετρήσιµο διανυσµατικό ϕυσικό µέγεθος A έχουµε:

[Li, Aj ] = i~εijkAk

και
[Li,A

2] = 0.
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Η γενικευµένη Σχέση Αβεβαιότητας

(1) Ανισότητα του Schwartz

Για κάθε Ϲευγάρι τετραγωνικά ολοκληρώσιµων µιγαδικών συναρτήσεων ισχύει :(∫
Ψ∗(x)Ψ(x) dx

)
·
(∫

Φ∗(x)Φ(x) dx

)
≥
∣∣∣∣∫ Ψ∗(x)Φ(x) dx

∣∣∣∣2
〈Ψ,Ψ〉 · 〈Φ,Φ〉 ≥ |〈Ψ,Φ〉|2

Απόδειξη.

Ψ1 = Φ− 〈Ψ,Φ〉
〈Ψ,Ψ〉

Ψ,

〈Ψ1,Ψ1〉 ≥ 0

⇒ 〈Ψ1,Ψ1〉 =

∫ (
Φ? − 〈Ψ,Φ〉

?

〈Ψ,Ψ〉
Ψ?

)(
Φ− 〈Ψ,Φ〉

〈Ψ,Ψ〉
Ψ

)
dx

=

∫
Φ?Φdx− 〈Ψ,Φ〉? 〈Ψ

?,Φ〉
〈Ψ,Ψ〉

≥ 0

⇒ 〈Φ,Φ〉〈Ψ,Ψ〉 ≥ 〈Ψ,Φ〉?〈Ψ,Φ〉

(2) ΄Ενας τελεστής Ĉ µπορεί να γραφτεί µε το πραγµατικό του και το ϕανταστικό του µέρος : Ĉ = Ĉ1 + iĈ2

Ĉ† = Ĉ1 − iĈ2


όπου Ĉ1, Ĉ2 ερµιτιανοί τελεστές.

Απόδειξη. Ορίζουµε πρώτα τους Ĉ1, Ĉ2:

Ĉ1 =
Ĉ + Ĉ†

2
, Ĉ2 =

Ĉ − Ĉ†

2i

⇒ C†1 =
1

2
(Ĉ† + Ĉ) = C1

Ĉ†2 = − 1

2i
(Ĉ† − Ĉ) = C2

και
Ĉ1 + iĈ2 = Ĉ, Ĉ1 − iĈ2 = Ĉ†

(3) Για δύο ασυµβίβαστα ϕυσικά µεγέθη A και B και για οποιαδήποτε κυµατοσυνάρτηση ισχύει η γενικευ-
µένη σχέση αβεβαιότητας :

(∆A)(∆B) ≥ 1

2
|〈[A,B]〉|

Απόδειξη.

(∆A)2 = 〈A2〉 − 〈A〉2

(∆B)2 = 〈B〉2 − 〈B〉2

Υποθέτουµε ότι 〈A〉 = 0, 〈B〉 = 0. Αλλιώς εισάγουµε τους τελεστές Ã = Â− 〈Â〉 και B̃ = B̂ − 〈B̂〉.

⇒ (∆A)2 = 〈A2〉 =

∫
Ψ∗A2Ψ d3x =

∫
(AΨ)∗(AΨ) d3x
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και
(∆B)2 = 〈B2〉 =

∫
Ψ∗B2Ψ d3x =

∫
(BΨ)∗(BΨ) d3x

διότι ο τελεστής A είναι ερµιτιανός, όπως επίσης και ο B.

⇒ (∆A)2 = 〈AΨ, AΨ〉, (∆B)2 = 〈BΨ, BΨ〉

Από την ανισότητα του Schwartz, παίρνουµε

(∆A)2(∆B)2 ≥ |〈AΨ, BΨ〉|2

⇒ (∆A) · (∆B) ≥ |〈AΨ, BΨ〉|
αλλά

〈AΨ, BΨ〉 =

∫
(AΨ)∗(BΨ) d3x =

∫
Ψ∗(ABΨ) d3x = 〈AB〉

⇒ (∆A)(∆B) ≥ |〈AB〉|
Ο τελεστής AB δεν είναι ερµιτιανός άρα έχει πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος.

C = AB

⇒ C† = B†A† = BA

⇒ AB +BA

2
= C1

⇒ AB −BA
2i

=
[A,B]

2i
= C2

⇒ C = C1 + iC2

Οι τελεστές C1 και C2 είναι ερµιτιανοί και η µέση τιµή ερµιτιανού τελεστή είναι πραγµατικός αριθµός,

〈AB〉 = 〈C〉 = 〈C1〉+ i〈C2〉

⇒ |〈AB〉| =
√
〈C1〉2 + 〈C2〉2 ≥ |〈C2〉| =

∣∣∣∣ 1

2i
〈[A,B]〉

∣∣∣∣ =
1

2
|〈[A,B]〉|

∆είξαµε λοιπόν ότι :

(∆A)(∆B) ≥ 1

2
|〈[A,B]〉|

(4) (i)

(∆x)(∆p) ≥ 1

2
|〈[x, p]〉|

⇒ (∆x)(∆p) ≥ 1

2
~

(ii)

(∆x)(∆E) ≥ 1

2

∣∣∣〈[x, Ĥ]〉
∣∣∣

[x, Ĥ] = i~
∂Ĥ

∂px
= −i~px

m

όπου px, x είναι ανεξάρτητες µεταβλητές,

⇒ (∆x)(∆E) ≥ ~
2m
|〈px〉|

Εάν το σύστηµα είναι σε µια δέσµια κατάσταση, τότε έχουµε:

∆E = 0⇒ (∆x)(∆E) = 0⇒ 〈px〉 = 0.

΄Οµοια υπολογίζονται τα

(∆pk)(∆E) ≥ . . .
(∆Lk)(∆E) ≥ . . .
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(iii)

(∆Lx)(∆Lz) ≥
1

2
|〈[Lx, Lz]〉|

[Lx, Lz] = −i~Ly

⇒ (∆Lx)(∆Lz) ≥
~
2
|〈Ly〉|

(5) Για τους τελεστές x̂, p̂x = −i~∂/∂x το κυµατοπακέτο µε την ελάχιστη αβεβαιότητα ((∆x) · (∆p) = ~/2)
είναι λύση της εξίσωσης :

(x− 〈x〉)Ψ = iα(p̂x − 〈px〉)Ψ

⇒ Ψ(x) = Ae−α(x−〈x〉)2/2~ei〈p〉x/~

Απόδειξη. Για δύο γενικούς τελεστές A,B, η ανισότητα του Schwartz γίνεται ισότητα όταν :

ÃΨ = λB̃Ψ

και η δεύτερη ανισότητα γίνεται ισότητα όταν 〈C1〉 = 0

⇒ 〈ÃB̃〉 = −〈B̃Ã〉∫
Ψ∗ÃB̃Ψ dx = −

∫
Ψ∗B̃ÃΨ dx∫

(ÃΨ)∗B̃Ψ dx = −
∫

(B̃Ψ)∗ÃΨ dx

λ∗
∫

(B̃Ψ)∗(B̃Ψ) dx = −λ
∫

(B̃Ψ)∗(B̃Ψ) dx

⇒ λ∗ = −λ⇒ λ = iα

Η εξίσωση που ικανοποιεί η κυµατοσυνάρτηση µε την ελάχιστη αβεβαιότητα είναι :

ÃΨ = iaB̃Ψ,

όπου a πραγµατικός αριθµός.

1.6 Χρονική Μεταβολή της Μέσης Τιµής - ∆ιατήρηση Φυσικών Μεγεθών

(α) Θα δείξουµε ότι εάν Â είναι ένας τελεστής ενός ϕυσικού µεγέθους στην Κβαντοµηχανική και Ĥ ο τελεστής
της Χαµιλτονιανής, τότε :

d〈Â〉
dt

=
1

i~
〈[Â, Ĥ]〉+ 〈∂Â

∂t
〉

Απόδειξη.

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ

−i~∂Ψ?

∂t
= (ĤΨ)∗

d〈Â〉
dt

=
d

dt

∫
Ψ∗(ÂΨ) d3x =

∫
∂Ψ?

∂t
ÂΨ d3x+

∫
Ψ∗

∂Â

∂t
Ψ d3x+

∫
Ψ∗Â

∂Ψ

∂t
d3x

= − 1

i~

∫
(ĤΨ)∗ÂΨ d3x+

1

i~

∫
Ψ∗ÂĤΨ d3x+ 〈∂Â

∂t
〉

=
1

i~

∫
Ψ∗(−ĤÂ+ ÂĤ)Ψ d3x+ 〈∂Â

∂t
〉

=
1

i~
〈[Â, Ĥ]〉+ 〈∂Â

∂t
〉
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Οι τελεστές της Κβαντοµηχανικής στην πλειοψηφία τους δεν εξαρτώνται ϱητά από το χρόνο, που συνεπά-

γεται ότι
∂Â

∂t
= 0.

⇒ d〈Â〉
dt

=
1

i~
〈[Â, Ĥ]〉

Εάν λοιπόν ένα µέγεθος µετατίθεται µε τη Χαµιλτονιανή τότε η µέση τιµή του παραµένει σταθερή, και το
µέγεθος αυτό λέµε ότι είναι διατηρήσιµο.

Εάν [Â, Ĥ] = 0⇒ [Ân, Ĥ] = 0 ∀n

που συνεπάγεται ότι για κάθε συνάρτηση του A ϑα έχουµε

[f(Â), Ĥ] = 0

(ϐ) Στην Κλασσική Μηχανική η ενέργεια διατηρείται εάν το δυναµικό δεν εξαρτάται µε οποιονδήποτε τρόπο
από το χρόνο.

Η ορµή διατηρείται εάν έχουµε ανεξαρτησία του δυναµικού από τις µετατοπίσεις στο χώρο.

Η στροφορµή διατηρείται εάν έχουµε συµµετρία (ανεξαρτησία του δυναµικού) ως προς τις περιστροφές
στο χώρο.

(γ) Ενέργεια
d

dt
〈Ĥ〉 = 〈∂Ĥ

∂t
〉, διότι [Ĥ, Ĥ] = 0

〈∂Ĥ
∂t
〉 = 〈∂V (r, t)

∂t
〉

Εάν το δυναµικό του συστήµατος είναι V (r), ανεξάρτητο του χρόνου, τότε

d

dt
〈Ĥ〉 = 0

και η ενέργεια διατηρείται, δηλαδή η µέση τιµή της ενέργειας παραµένει σταθερή στο χρόνο.

(δ) Ορµή

Ο τελεστής της ορµής δεν εξαρτάται ϱητά από το χρόνο, δηλαδή

d

dt
〈p̂〉 =

1

i~
〈[p̂, Ĥ]〉

αλλά

[p̂k, Ĥ] = −i~ ∂H
∂xk

= −i~ ∂V
∂xk

= i~Fk

⇒ d

dt
〈p̂k〉 =

i~
i~
〈Fk〉 = 〈Fk〉

∆ιατήρηση της ορµής συνεπάγεται δύναµη µηδέν. ΄Αρα το δυναµικό ανεξάρτητο της xk συντεταγµένης.
΄Αρα έχουµε συµµετρία κατά τη µεταφορά σε αυτή τη χωρική διεύθυνση.

Εάν ένα σύστηµα περιλαµβάνει πολλά σωµατίδια τα οποία ασκούν δυνάµεις µεταξύ τους, τότε το δυναµικό
εξαρτάται από την απόσταση µεταξύ των σωµατιδίων και είναι ανεξάρτητο από τη ϑέση του κέντρου µάζας,
δηλαδή των συντεταγµένων xΚΜ, οπότε η παραγώγιση ως προς αυτήν δίνει µηδέν και η αντίστοιχη ορµή,
δηλαδή η ορµή του ΚΜ (ολική ορµή του συστήµατος) διατηρείται.

(ε) Στροφορµή

∂L

∂t
= 0
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Για τις συνιστώσες της στροφορµής έχουµε: L̂i = εijkxjpk

[L̂i, Ĥ] = εijkxj [pk, H] + εijk[xj , H]pk

= εijkxj(−i~)
∂H

∂xk
+ εijk(i~)

∂H

∂pj
pk

= −i~εijkxj
∂V

∂xk
+ i~εijk

pj
m
pk

= i~εijkxjFk + µηδέν

⇒ [L̂i, Ĥ] = i~(r× F)i

και τελικά
d

dt
〈L〉 = 〈r× F〉 = 〈N〉

Εάν (r× F)k = 0
⇒ [L̂k, Ĥ] = 0

που συνεπάγεται ότι διατηρείται η k−συνιστώσα της Στροφορµής.

(στ) Εξισώσεις Κίνησης Κλασικής Μηχανικής - Θεώρηµα του Ehrenfest

Ορίζουµε την ταχύτητα:
〈v〉 = 〈 p

m
〉

d〈x〉
dt

=
1

i~
〈[x̂, Ĥ]〉 =

i~
i~
〈∂Ĥ
∂p
〉 = 〈 p

m
〉

⇒ d〈x〉
dt

= 〈v〉

d〈p〉
dt

=
1

i~
〈[p̂, Ĥ]〉 =

−i~
i~
〈∂V
∂x
〉 = 〈F (x)〉

⇒ d〈p〉
dt

= 〈F 〉, «Νόµος του Newton»

Εάν F (x) = 0 τότε
d〈p〉
dt

= 0

⇒ 〈p〉 = σταθερή = 〈p〉0

⇒ d〈x〉
dt

= 〈 p
m
〉 =
〈p〉
m

=
〈p〉0
m

= 〈v〉0

⇒ 〈x〉 = 〈v〉0t+ 〈x〉0

Εάν F (x) = F σταθερή, τότε

〈F 〉 =

∫
Ψ∗(x, t)FΨ(x, t)dx = F

∫
Ψ∗Ψdx = F ανεξάρτητο του χρόνου

d〈p〉
dt

= F ⇒ 〈p〉t = Ft+ 〈p〉0

⇒ d〈x〉
dt

=
F

m
t+ 〈v〉0

⇒ 〈x〉 =
1

2

F

m
t2 + 〈v〉0t+ 〈x〉0

F

m
= a = επιτάχυνση
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(Ϲ) Parity ή Ισοτιµία (οµοτιµία) ή Κατοπτρισµός :

Αντιστροφή του χώρου, r→ −r
Το µέγεθος αυτό (η οµοτιµία) είναι ένα κβαντοµηχανικό µέγεθος που έχει σχέση µε τη µεταβολή της
κυµατοσυνάρτησης ενός συστήµατος κάτω από την αντιστροφή του χώρου.

Η κυµατοσυνάρτηση λοιπόν Ψ(r) ϑα γίνει Ψ(−r). Η αλλαγή αυτή επιτυγχάνεται µε τη δράση ενός
ερµιτιανού τελεστή:

P̂Ψ(r) = Ψ(−r)

⇒ P̂
(
P̂Ψ(r)

)
= P̂

(
Ψ(−r)

)
= Ψ(r)

⇒ P̂ 2 = 1

Ζητάµε τις ιδιοτιµές του P̂ .
P̂Ψ(r) = λΨ(r) = Ψ(−r)

Ψ(r) = P̂
(
P̂Ψ(r)

)
= λP̂Ψ(r) = λ2Ψ(r)

⇒ λ2 = 1⇒ λ = ±1

P̂Ψ+(r) = Ψ+(r), P̂Ψ−(r) = −Ψ−(r)

Οι κυµατοσυναρτήσεις Ψ+ λέγονται άρτιες (+)

Οι κυµατοσυναρτήσεις Ψ− λέγονται περιττές (−)

Ο όρος οµοτιµία ή ισοτιµία έρχεται από το γεγονός ότι το µέγεθος της κυµατοσυνάρτησης δεν αλλάζει.

Απόδειξη ότι ο τελεστής της Parity είναι ερµιτιανός :

∫
άπειρο όγκο

Ψ∗(r)P̂Ψ(r) d3x =

∫
Ψ∗(r)Ψ(−r) d3x =

∫
Ψ∗(−r)Ψ(r) d3x

=

∫
(P̂Ψ(r))∗Ψ(r) d3x

διότι ∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)Ψ(−x) dx = −

∫ −∞
∞

Ψ∗(−ω)Ψ(ω) dω

=

∫ +∞

−∞
Ψ∗(−ω)Ψ(ω) dω

Εάν V (r) = V (−r) τότε κάτω από την αντιστροφή του χώρου (r→ −r) η Ĥ παραµένει αναλλοίωτη,

∂2

∂x2
→ ∂2

∂(−x)2
=

∂2

∂x2

όταν x→ −x. ΄Αρα,
P̂ (ĤΨ) = Ĥ(−r)Ψ(−r) = ĤΨ(−r)

και
Ĥ(P̂Ψ) = Ĥ

(
Ψ(−r)

)
⇒ (P̂ Ĥ − ĤP̂ )Ψ = 0⇒ [P̂ , Ĥ] = 0

΄Αρα η Parity διατηρείται µε το χρόνο. ΄Αρα εάν η Ψ είναι άρτια µια χρονική στιγµή ϑα παραµένει άρτια
συνάρτηση συνέχεια.

Το ίδιο για τις περιττές κυµατοσυναρτήσεις.
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1.7 Συνεχές Φάσµα Ιδιοτιµών - Συνάρτηση δ του Dirac

Στη ϕύση υπάρχουν µεγέθη µε συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών.

ÂΨa = aΨa

όπου ο a είναι πραγµατικός αριθµός που παίρνει συνεχείς τιµές.
Οι ιδιοσυναρτήσεις του συνεχούς ϕάσµατος δεν είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµες και συνεπώς δεν είναι κανο-
νικοποιήσιµες, κατά το συνήθη τρόπο.
Η σχέση ορθοκανονικότητας έχει τη µορφή:∫ +∞

−∞
Ψ∗a(x)Ψa′(x) dx = δ(a, a′)

όπου

δ(a, a′) =

 0, a′ 6= a

άπειρο, a′ = a

Η ιδιάζουσα αυτή συνάρτηση που χρησιµοποιούµε στην κανονικοποίηση είναι µια γενικευµένη συνάρτηση.
Ο σωστός τρόπος για να την περιγράψουµε είναι µέσω µιας οριακής (διαδικασίας) αναπαράστασης από οµαλές
συναρτήσεις που έχουν όριο τη γενικευµένη συνάρτηση. Η συνάρτηση που περιγράψαµε προηγουµένως, και
η οποία χρησιµοποιείται πολύ συχνά στην Κβαντοµηχανική λέγεται δ-συνάρτηση του Dirac και συµβολίζεται
µε δ(a− a′).

Ιδιότητα ορισµού:
∫ +∞

−∞
f(x)δ(x) dx = f(0)

Εάν

f(x) ≡ 1⇒
∫ +∞

−∞
δ(x) dx = 1

Αυτό ισχύει εάν ολοκληρώσουµε σε οποιοδήποτε διάστηµα (α, β) που περιέχει το µηδέν. Ακόµη µπορούµε να
δείξουµε ότι : ∫ +∞

−∞
f(x)δ(x− α) dx = f(α)

ή ∫ γ

β

f(x)δ(x− α) dx = f(α), εάνβ < α < γ.

Για έναν τελεστή Â µε συνεχές ϕάσµα ιδιοτιµών a, και ιδιοσυναρτήσεις Ψa(x) τότε οποιαδήποτε συνάρτηση
Ψ(x) γράφεται ως εξής :

Ψ(x) =

∫
[πεδίο τιµών της a]

c(a)Ψa(x) dx

Εισάγοντας τη συνάρτηση δ-Dirac για την ορθοκανονικότητα της Ψa παίρνουµε τη σχέση ορισµού των c(a):

∫ +∞

−∞
Ψ∗a′(x)Ψ(x) dx =

∫
a

c(a)

∫ +∞

−∞
Ψ∗a′(x)Ψa(x) dxda

=

∫
a

c(a)δ(a− a′) da = c(a′)

c(a) =

∫ +∞

−∞
Ψ∗a(x)Ψ(x) dx
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1.7.1 Αναπαραστάσεις των συναρτήσεων δ-Dirac

δ(x) = lim
L→∞

sinxL

πx∫ +∞

−∞

sinxL

πx
dx =

2

π

∫ +∞

0

sinxL

x
dx =

2

π

∫ +∞

0

sin y

y
dy =

2

π

π

2
= 1

lim
x→0

sinxL

πx
=
L

π

άρα απειρίζεται για L → 0 και έχει περίοδο 2π/L → 0 για L → ∞. Ακόµη το πλάτος της συνάρτησης τείνει
στο µηδέν για x→∞.

δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eikx dk

1

2π

∫ +∞

−∞
eikx dx = lim

L→∞

1

2π

∫ L

−L
eikx dk

= lim
L→∞

1

2π

1

x

∫ xL

xL

eiy dy = lim
L→∞

1

2iπx
(eixL − e−ixL)

= lim
L→∞

sin(xL)

πx
= δ(x) εξ’ ορισµού

1.7.2 Ιδιότητες της δ-συνάρτησης

(α) δ(αx) =
1

|α|
δ(x)

(ϐ) xδ(x) = 0

(γ) δ(−x) = δ(x)

(δ) δ(x2 − α2) =
1

2|α|
[δ(x− α) + δ(x+ α)]

(ε) δ
(
f(x)

)
=
∑
k

δ(x− xk)∣∣∣∣( dfdx)
x=xk

∣∣∣∣ , µε f(xk) = 0

«και άλλες πολλές ιδιότητες».

Απόδειξη.

(ϐ) ∫ +∞

−∞
[xδ(x)]f(x) dx =

∫ +∞

−∞
δ(x)[xf(x)] dx = 0f(0) = 0 ∀f

(α) ΄Εστω α > 0:∫ +∞

−∞
δ(αx)f(x) dx =

1

α

∫ +∞

−∞
δ(y)f

(y
a

)
dy =

1

α
f(0) =

1

α

∫ +∞

−∞
δ(x)f(x)dx

Για α < 0: α = −|α|, y = αx∫ +∞

−∞
δ(αx)f(x) dx =

1

α

∫ −∞
+∞

δ(y)f
( y
α

)
dy =

−1

|α|

∫ −∞
+∞

δ(y)f
( y
α

)
dy

=
1

|α|

∫ +∞

−∞
δ(y)f

( y
α

)
dy =

f(0)

|α|
=

1

|α|

∫ +∞

−∞
δ(x)f(x) dx

(γ) Αποδεικνύεται από την (α) µε α = −1 .
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(δ+ε) Αναλύουµε την f(x) γύρω από µια ϱίζα της.

f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk)

f(xk) = 0⇒ f(x) = f ′(xk)(x− xk)

∫ +∞

−∞
δ
(
f(x)

)
φ(x) dx =

∑
k

∫ xk+ε

xk−ε
δ
(
f ′(xk)(x− xk)

)
φ(x) dx

=
∑
k

1

|f ′(xk)|

∫ xk+ε

xk−ε
δ(x− xk)φ(x) dx

=
∑
k

φ(xk)

|f ′(xk)|
=
∑
k

1

|f ′(xk)|

∫ +∞

−∞
δ(x− xk)φ(x) dx

δ (f(x)) =
∑
k

δ(x− xk)

|f ′(xk)|

⇒ f(x) = x2 − α2 ⇒ f ′(x) = 2x, x1 = −α, x2 = α

Ιδιοσυνάρτηση του τελεστή ϑέσης :
Γενικά

x̂Ψa(x) = xΨa(x)

και
x̂Ψa(x) = aΨa(x)⇒ (x− a)Ψa(x) = 0

⇒ Ψa(x) = δ(x− a)

1.7.3 Αναπαράσταση κυµατοσυναρτήσεων και τελεστών στο χώρο των ορµών

Ιδιοσυνάρτηση του τελεστή της ορµής:

−i~dΨp(x)

dx
= pΨp(x)⇒ dΨp(x)

dx
= i

p

~
Ψp(x)

⇒ Ψp(x) = Ne(ip/~)x

Ορισµός του συντελεστή κανονικοποίησης N .∫ +∞

−∞
Ψ∗p(x)Ψp′(x) dx = δ(p− p′)

⇒ N∗N

∫ +∞

−∞
e
ix
~ (p′−p) dx = N∗N2πδ

(
1

~
(p− p′)

)
= |N |22π~δ(p− p′) = δ(p− p′)

⇒ |N |2 =
1

2π~
⇒ N =

1√
2π~

Ψ(x) =

∫ +∞

−∞
c(p)Ψp(x) dx

⇒ c(p) =

∫ +∞

−∞
Ψ∗p(x)Ψ(x) dx =

1√
2π~

∫ +∞

−∞
e−i

p
~xΨ(x) dx

Πιθανότητα να ϐρούµε την ορµή να έχει τιµή στο διάστηµα ∆p γύρω από το p είναι :

P (p) = |c(p)|2
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c(p) −→ µετασχηµατισµός Fourier της Ψ(x)

Ισχύει ∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)Ψ(x)dx =

∫ +∞

−∞
c∗(p)c(p)dp

άρα η συνάρτηση της ορµής c(p) είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιµη και c(p)→ 0 όταν p→ ±∞.

Εάν Ϲητάµε τη µέση τιµή της ορµής:

〈p〉 =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)p̂Ψ(x) dx =

∫ +∞

−∞
p|c(p)|2 dp

όµοια

〈pk〉 =

∫ +∞

−∞
pk|c(p)|2 dp

Λέµε ότι η Ψ(x) είναι η κυµατοσυνάρτηση στο χώρο των ϑέσεων και η c(p) η κυµατοσυνάρτηση στο χώρο των
ορµών. Ο τελεστής της ορµής στο χώρο των ορµών είναι ο p̂ = p και ο τελεστής ϑέσης στο χώρο των ορµών
x̂ = i~d/dpx.

〈x〉 =

∫ +∞

−∞
c∗(p)x̂c(p)dp =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)xΨ(x)dx

Απόδειξη.

〈x〉 =

∫ +∞

−∞
Ψ∗(x)xΨ(x)dx =

1

2π~

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
e−ipx/~c∗(p)dp

)
x

(∫ +∞

−∞
e−iqx/~c(q)dq

)
dx

=
1

2π~

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
e−ipx/~c∗(p)dp

)
(−i~)

(∫ +∞

−∞
c(q)

d

dq

(
eiqx/~

)
dq

)
dx

΄Εχουµε τώρα ότι∫ +∞

−∞
c(q)

d

dq

(
eiqx/~

)
dq =

∫ +∞

−∞

d

dq

(
c(q)eiqx/~

)
dq −

∫ +∞

−∞
eiqx/~

dc(q)

dq
dq

= 0−
∫ +∞

−∞
eiqx/~

dc

dq
dq

διότι c(q → ±∞) = 0

⇒ 〈x〉 =
1

2π~
(i~)

∫ +∞

−∞
dpdqc∗(p)

dc(q)

dq

∫ +∞

−∞
ei(q−p)x/~dx

= i~
∫ +∞

−∞
dpdqc?(p)

dc(q)

dq
δ(q − p) = i~

∫ +∞

−∞
dpc∗(p)

dc(p)

dp

=

∫ +∞

−∞
c(p)x̂c(p)dp

όπου
x̂ = i~

d

dp

1.8 Συµβολισµός Dirac

Σε κάθε κυµατοσυνάρτηση Ψ(r, t) αντιστοιχούµε το σύµβολο |Ψ〉 και το λεµε ket της Ψ. Ενώ στη µιγαδική
συζυγή Ψ∗ όπως εµφανίζεται στο εσωτερικό γινόµενο αντιστοιχούµε το σύµβολο 〈Ψ| και το λέµε bra της Ψ.
Το εσωτερικό γινόµενο γράφεται ως εξής: ∫

Φ∗Ψdx = 〈Φ|Ψ〉

Ακόµη

〈Φ|Ψ〉∗ =

(∫
Φ∗Ψdx

)∗
=

∫
Ψ∗Φdx = 〈Ψ|Φ〉
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Εάν

|Ψ3〉 = α|Ψ1〉+ β|Ψ2〉

τότε

〈Ψ4|Ψ3〉 = α〈Ψ4|Ψ1〉+ β〈Ψ4|Ψ2〉

ενώ

〈Ψ3|Ψ4〉 = α∗〈Ψ1|Ψ4〉+ β∗〈Ψ2|Ψ4〉

Μέση τιµή ενός τελεστή Â:

〈Φ|AΨ〉 = 〈Φ|A|Ψ〉 =

∫
Φ∗ÂΨdx

1.8.1 Ανάπτυξη Κυµατοσυνάρτησης σε ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστηµα συναρ-
τήσεων

Ψ (r) =
∑
n

anΨn(r) µε an =

∫
Ψ∗nΨd3x = 〈Ψn|Ψ〉

⇒ |Ψ〉 =
∑
n

〈Ψn|Ψ〉|Ψn〉 =
∑
n

|Ψn〉〈Ψn|Ψ〉

Στο γραµµικό χώρο των |Ψn〉 έχουµε προβολή του |Ψ〉 στα ιδιοδιανύσµατα |Ψn〉. Εάν έχουµε δύο κυµατοσυ-
ναρτήσεις |Φ〉 και |Ψ〉

|Φ〉 =
∑
k

|Ψk〉〈Ψk|Φ〉, |Ψ〉 =
∑
k

|Ψn〉〈Ψn|Ψ〉

⇒ 〈Φ|Ψ〉 =
∑
k

〈Φ|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉 =
∑
k

〈Ψk|Φ〉∗〈Ψk|Ψ〉

και οµοίως

〈Ψ|Ψ〉 =
∑
k

〈Ψ|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

〈Φ|Ψ〉 =

∫
Φ∗Ψd3x =

∑
k

β∗kαk, βk = 〈Ψk|Φ〉, αk = 〈Ψk,Ψ〉

1.8.2 Ανισότητα του Schwartz

Θα αποδείξουµε την ανίσοτητα

〈Ψ1|Ψ1〉 · 〈Ψ2|Ψ2〉 ≥ |〈Ψ1|Ψ2〉|2

Παίρνουµε την κατάσταση

|Ψ〉 = |Ψ2〉 −
〈Ψ1|Ψ2〉
〈Ψ1|Ψ1〉

|Ψ1〉

΄Εχουµε 〈Ψ|Ψ〉 ≥ 0, ιδιότητα του εσωτερικού γινοµένου. Εποµένως

〈Ψ|Ψ〉 =

[
〈Ψ2| −

〈Ψ1|Ψ2〉∗

〈Ψ1|Ψ1〉
〈Ψ1|

] [
|Ψ2〉 −

〈Ψ1|Ψ2〉
〈Ψ1|Ψ1〉

|Ψ1〉
]

= 〈Ψ2|Ψ2〉 −
〈Ψ1|Ψ2〉∗〈Ψ1|Ψ2〉
〈Ψ1|Ψ1〉

≥ 0

⇒ 〈Ψ2|Ψ2〉 · 〈Ψ1|Ψ1〉 ≥ 〈Ψ1|Ψ2〉∗〈Ψ1|Ψ2〉
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1.8.3 Ορθογωνιοποίηση Schmidt

Με τη µέθοδο αυτήν κατασκευάζουµε ένα σύνολο ορθογωνίων διανυσµάτων |Ψk〉 µε k = 1, 2, . . . , N από ένα
σύνολο µη ορθογωνίων διανυσµάτων |Φi〉 µε i = 1, 2, . . . ,M ≥ N .

Παίρνουµε τυχαία το πρώτο, |Ψ1〉 = N1|Φ1〉 επειδή 〈Ψ1|Ψ1〉 = N∗1N1〈Φ1|Φ1〉 = 1

⇒ N1 =
1√
〈Φ1|Φ1〉

= 〈Φ1|Φ1〉−1/2

⇒ |Ψ1〉 =
|Φ1〉

[〈Φ1|Φ1〉]1/2

Κατόπιν παίρνουµε τυχαία το |Φ2〉 και ορίζουµε

|Ψ2〉 = N2(|Φ2〉+ α12|Ψ1〉)

µε
〈Ψ1|Ψ2〉 = 0 και 〈Ψ2|Ψ2〉 = 1

⇒ 〈Ψ1|Φ2〉+ α12〈Ψ1|Ψ1〉 = 0

⇒ α12 = −〈Ψ1|Φ2〉

〈Ψ2|Ψ2〉 = N2
2

(
〈Φ2|Φ2〉 − |α12|2

)
= 1

⇒ N2 =
(
〈Φ2|Φ2〉 − |α12|2

)−1/2

Οµοίως ορίζουµε :
|Ψ3〉 = N3

(
|Φ3〉+ α13|Ψ1〉+ α23|Ψ2〉

)
και συνεχίζουµε.

1.8.4 Τελεστές, Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Ο τελεστής µετασχηµατίζει ένα διάνυσµα ενός γραµµικού χώρου σε ένα άλλο διάνυσµα.

Ιδιοσυναρτήσεις και Ιδιοτιµές

Q|Ψn〉 = qn|Ψn〉

Εκφυλισµός

Μια ιδιοτιµή q ενός τελεστήQ είναι n ϕορές εκφυλισµένη, όταν υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα,
που είναι ιδιοδιανύσµατα του Q µε την ίδια ιδιοτιµή q.

Συναφής ή Συζυγής ενός Τελεστή Q

〈Ψ1|QΨ2〉 = 〈Q†Ψ1|Ψ2〉

΄Οταν ο Q δρα στο ket Q|Ψ〉, τότε ο συζυγής του δρα στο bra, 〈Ψ|Q†.

(Q†)† = Q, (AB)† = B†A†, (λA)† = λ∗A†

(A+B)† = A† +B† για οποιοδήποτε άθροισµα.

Αυτοσυναφής Τελεστής Q† = Q, Ερµιτιανός Τελεστής

Το γινόµενο δύο Ερµιτιανών Τελεστών είναι Ερµιτιανός εάν οι Τελεστές µετατίθενται.
΄Ενας Ερµιτιανός Τελεστής έχει πραγµατικές Ιδιοτιµές και ορθογώνια Ιδιοδιανύσµατα.

Αντίστροφος ενός Τελεστή, Q−1

QQ−1 = Q−1Q = 1
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Μοναδιαίος (Unitary) Τελεστής, U

Ορισµός:
U† = U−1

Οι τελεστές αυτοί διατηρούν το Εσωτερικό Γινόµενο

|Ψ′〉 = U |Ψ〉, |Φ′〉 = U |Φ〉

〈Φ′|Ψ′〉 = 〈UΦ|UΨ〉 = 〈Φ|U†UΨ〉 = 〈Φ|Ψ〉

διότι
U†U = 1, UU† = 1

Κανονικός Τελεστής

Μετατίθεται µε το συζυγή του

[Q,Q†] = 0

Εφόσον µετατίθενται έχουν κοινό σύστηµα ιδιοσυναρτήσεων.

Θεώρηµα 1.8.1. Για έναν κανονικό Τελεστή ισχύει :

Εάν

Q|Ψ〉 = q|Ψ〉

τότε

Q†|Ψ〉 = q∗|Ψ〉

Απόδειξη.

QΨ = qΨ, Q†Ψ = λΨ⇒ λ∗ =

∫
(Q†Ψ)∗Ψdx =

∫
Ψ∗QΨdx = q

Για έναν Μοναδιαίο Τελεστή (κάθε Μοναδιαίος Τελεστής είναι κανονικός) έχουµε

QQ† = 1⇒ QQ†|Ψ〉 = q∗Q|Ψ〉 = q∗q|Ψ〉 = |Ψ〉

qq∗ = 1⇒ q = eiθ

Τελεστής Προβολής

΄Εχουµε µια ορθοκανονική ϐάση και ορίζουµε τον τελεστή

Pk = |Ψk〉〈Ψk|

Pk|Ψ〉 = |Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

Ισχύει P 2
k = Pk, διότι

P 2
k |Ψk〉 = Pk|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉 = |Ψk〉〈Ψk|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

= |Ψk〉〈Ψk|Ψ〉 = Pk|Ψ〉

Για µια ορθοκανονική πλήρη ϐάση έχουµε

|Ψ〉 =
∑
k

|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉 =
∑
k

Pk|Ψ〉 για κάθε Ψ

άρα ∑
k

Pk =
∑
k

|Ψk〉〈Ψk| = 1
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1.8.5 Ιδιότητες των Μοναδιαίων Τελεστών

΄Ενας µοναδιαίος Τελεστής µπορεί να γραφτεί στη µορφή

U = eiA

µε A έναν Ερµιτιανό Τελεστή.
U† = e−iA, απόδειξη µε ανάπτυξη σε σειρά.
Απόδειξη µε ανάπτυξη σε σειρά ότι e−iAeiA = 1.

Μετασχηµατισµός Οµοιότητας

Εάν
〈Q〉 = 〈Ψ|Q|Ψ〉

και µετασχηµατίσουµε την κυµατοσυνάρτηση

|Ψ〉 → |Ψ′〉 = U |Ψ〉

όπου U ο µοναδιαίος τελεστής, η µέση τιµή του Q δεν αλλάζει εάν µετασχηµατίσουµε επίσης τον τελεστή Q:

Q→ Q′ = UQU†

Απόδειξη.

〈Q〉 = 〈Ψ|Q|Ψ〉

〈Q′〉 = 〈Ψ′|Q′|Ψ′〉 = 〈UΨ|UQU†|UΨ〉
= 〈Ψ|U†U︸︷︷︸

1

QU†U︸︷︷︸
1

|Ψ〉 = 〈Ψ|Q|Ψ〉

1.8.6 Αναπαράσταση Γραµµικών Τελεστών µε Πίνακες

΄Εστω ότι έχουµε µια ορθοκανονική ϐάση, |Ψn〉, τότε αναπτύσουµε µια κυµατοσυνάρτηση |Ψ〉 σε αυτή τη ϐάση.

|Ψ〉 =
∑
n

|Ψn〉〈Ψn|Ψ〉 =
∑
n

αn|Ψn〉

όπου an = 〈Ψn|Ψ〉.
Το σύνολο των αn µε n = 1, 2, . . . , N, . . . ϕτιάχνει ένα διάνυσµα n̂, µια στήλη ενός πίνακα

|Ψ〉 →


α1

α2

...
αN
...

 = |α〉

Εάν ένας γραµµικός τελεστής Q δράσει στην |Ψ〉

⇒ |Φ〉 = Q|Ψ〉 =
∑
k

Q|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

⇒ βn = 〈Ψn|Φ〉 = 〈Ψn|Q|Ψ〉 =
∑
k

〈Ψn|Q|Ψk〉〈Ψk|Ψ〉

⇒


β1

β2

...
βN
...

 =

 Q


ij


α1

α2

...
αN
...


Qij = 〈Ψi|Q|Ψj〉 =

∫
Ψ∗iQΨjdx

και
βi =

∑
j

Qijαj
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(i) Ανάστροφος ενός πίνακα (Q̃)ij = Qji

(ii) Συζυγής ενός πίνακα (Q†)ij = Q∗ji

(Q∗)ij = 〈Ψi|Q†|Ψj〉 = 〈QΨi|Ψj〉 = 〈Ψj |QΨi〉∗ = Q∗ji

(iii) Ερµιτιανός Πίνακας Q† = Q

⇒ (Q†)ij = Q∗ji = Qij

(iv) Μοναδιαίος Πίνακας U† = U−1

(U†)ij = (U−1)ij

Μετασχηµατισµός από µια ορθοκανονική ϐάση σε µια άλλη ορθοκανονική ϐάση γίνεται µόνο µέσω ενός µο-
ναδιαίου µετασχηµατισµού

|Ψ′k〉 =
∑
l

ukl|Ψl〉, 〈Ψi|Ψj〉 = δij και 〈Ψ′i|Ψ′j〉 = δij

〈Ψ′m|Ψ′k〉 =
∑
n,l

u∗mnukl〈Ψn|Ψl〉 =
∑
l

u∗mlukl = δmk

΄Εστω A ένας µοναδιαίος πίνακας, τότε :

AA† = I ⇒
∑
l

Akl(A
†)lm =

∑
l

AklA
∗
ml = δmk

A†A = I ⇒
∑
l

(A†)ml(A)lk = δmk =
∑
l

A∗lmAlk

άρα ο U είναι µοναδιαίος.

Οι πίνακες Q′, Q που αναπαριστούν τον ίδιο τελεστή στις δύο διαφορετικές ορθοκανονικές ϐάσεις συνδέονται
ως εξής :

Q′ = U†QU

1.8.7 Πρόβληµα των Ιδιοτιµών

Q|Ψ〉 = λ|Ψλ〉
(Q− λI)|Ψλ〉 = 0

όπου I ο ταυτοτικός τελεστής.
Αναπαριστώντας τον τελεστήQ µε τον αντίστοιχο πίνακα και την |Ψ〉 µε τη στήλη an, για να έχουµε µη-µηδενική
λύση για τα an πρέπει να ισχύει

det(Q− λI) = 0

Λύνοντας την πολυωνυµική εξίσωση ως προς λ, ϐρίσκουµε τις ιδιοτιµές λ και για κάθε ιδιοτιµή το ιδιοδιάνυσµα
|Ψλ〉. Σε αυτή τη ϐάση ο πίνακας είναι διαγώνιος.

Οι ιδιοσυναρτήσεις (ιδιοδιανύσµατα) των Ερµιτιανών και των µοναδιαίων τελεστών είναι ορθογώνιες µεταξύ τους
και ϕτιάχνουν ένα πλήρες σύστηµα συναρτήσεων (διανυσµάτων).

Ποιος πίνακας διαγωνοποιεί τον Q;
΄Εστω ότι έχουµε µια ϐάση |Φl〉 και ϐρίσκουµε τα στοιχεία του πίνακα Q

Qkl = 〈Φk|Q|Φl〉
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Βρίσκουµε τις ιδιοσυναρτήσεις |Ψn〉 του Q· αυτές ϕτιάχνουν ένα πλήρες και ορθοκανονικό σύστηµα (για τους
τελεστές→ πίνακες της κβαντοµηχανικής)

Q|Ψn〉 = λn|Ψn〉

I =
∑
l

|Φl〉〈Φl|

Q′nm = 〈Ψn|Q|Ψm〉 =
∑
k,l

〈Ψn|Φk〉〈Φk|Q|Φl〉〈Φl|Ψm〉 =
∑
k,l

U∗knQklUlm

Ο πίνακας U → Uij = 〈Φi|Ψj〉 είναι µοναδιαίος

⇒ Q′ = U†QU

για j = σταθερό το i δίνει τις συνιστώσες του ιδιοδιανύσµατος |Ψj〉 στη ϐάση |Φi〉.

Εισαγάγοντας τον Προβολικό Τελεστή ισοδύναµα γράφουµε

|Ψm〉 =
∑
l

|Φl〉〈Φl|Ψm〉 =
∑
l

〈Φl|Ψm〉|Φl〉

δηλαδή ο U έχει στήλες τα ιδιοδιανύσµατα.
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