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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Το µοντέλο 2D-Ising αποτελεί το πρώτο από τα µαγνητικά µοντέλα µε 
µετάβαση φάσεως που επιλύθηκε ποτέ αναλυτικά (Lars Onsager 1944). 
Παρά την απλότητά του, έχει συµβάλλει τα µέγιστα στην κατανόηση των 
συνεχών µεταβάσεων φάσης, και αποτελεί δοµικό λίθο για άλλα, 
περισσότερο ρεαλιστικά µοντέλα. Το γεγονός αυτό µας ωθεί να 
µελετήσουµε κάποιες από τις ιδιότητές του χρησιµοποιώντας ορισµένες 
υπολογιστικές µεθόδους. 

 Στην αρχή, διενεργούµε προσοµοιώσεις σε διαφορετικά 2D-Ising 
συστήµατα, συλλέγουµε δεδοµένα και υπολογίζουµε τα βασικά 
θερµοδυναµικά µεγέθη (Μαγνήτιση, Μαγνητική Επιδεκτικότητα, 
Ενέργεια, Ειδική Θερµότητα) καθώς και το Μήκος Συσχετισµού και τη 
Συνάρτηση Συσχετισµού. Έπειτα προσδιορίζουµε την Κρίσιµη 
Θερµοκρασία του µοντέλου, και τους Κρίσιµους Εκθέτες ( ηνγβ ,,, ) του 
µε χρήση των υπολογιστικών µεθόδων Direct Fitting και της πιο 
πολύπλοκης Finite Size Scaling. Να υπενθυµίσουµε εδώ ότι οι αναφορές 
για τον υπολογιστικό προσδιορισµό του εκθέτη η  είναι ιδιαίτερα 
δυσεύρετες, (σε αντίθεση µε τις αντίστοιχες των υπολοίπων Κρίσιµων 
Εκθετών). Τα αποτελέσµατα εξετάζονται ως προς τη συµφωνία τους µε τα 
αντίστοιχα της  αναλυτικής προσέγγισης όπως και µεταξύ τους, οπότε και 
αναδεικνύεται η υπεροχή της FSS σαν πρακτικότερη µέθοδος, 
συµπέρασµα που επαληθεύεται και από το πολύ µικρότερο 
υπολογιστικό φόρτο που απαιτεί. Η εκτέλεση της παραπάνω διαδικασίας 
χρήζει ιδιαίτερης προσοχής σε ορισµένα τεχνικά σηµεία προς αποφυγή 
πιθανών λαθών είτε περιττής κατανάλωσης υπολογιστικών πόρων, και γι’ 
αυτό τα τονίζουµε.  

Για να κατανοήσω και να αναπτύξω το παραπάνω θέµα εργάστηκε µε 
υποµονή ο επιβλέπων, Επίκουρος καθηγητής Κωνσταντίνος 
Αναγνωστόπουλος τον οποίο και ευχαριστώ, τόσο για την ανάπτυξη του 
θεωρητικού φορµαλισµού σε ορισµένα κοµβικά σηµεία της εργασίας, για 
την εκπαίδευση και τεχνική στήριξη που µου παρείχε πάνω στην 
αποδοτικότερη χρήση του H/Y, και τη γενικότερα εποικοδοµητική για 
εµένα συνεργασία. Τέλος, ευχαριστώ συνολικά το E.M.Π. που µε 
κατέστησε ικανό να πραγµατεύοµαι τόσο απαιτητικά πνευµατικώς 
ζητήµατα. 

 

 

 

       ∆ηµήτρης Ευαγγέλου 

         Αθήνα 26-4-2007  
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1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΦΥΣΙΚΗΣ 

1.1. Στοιχεία θερµοδυναµικής συστήµατος σε επαφή µε 
δεξαµενή θερµότητας σε κατάσταση ισορροπίας 

Θεωρούµε σύστηµα σταθερής θερµοκρασίας Τ και βαθµών 
ελευθερίας N. Ένα τέτοιο σύστηµα  µπορεί να βρεθεί σε οποιαδήποτε 
κατάσταση από το διακριτό σύνολο καταστάσεων { }µ , κάθε µια των 
οποίων καταλαµβάνει κάποια ενέργεια µE  που ανήκει στο διακριτό 
φάσµα ενεργειών { },...,...,, 10 µEEE  . Το σύστηµα µεταβαίνει τυχαία από 
τη µια κατάσταση στην άλλη µε τρόπο που καθορίζει η δυναµική του 
συµπεριφορά. Όταν βρεθεί σε ισορροπία, η (διακριτή) κατανοµή 
πιθανότητας κατάληψης των καταστάσεων είναι η κατανοµή Boltzmann: 

 µβ
µ

Ee
Z

p −=
1 , όπου ∑ −=

µ

β µEeZ     (1) 

Η Ζ ή συνάρτηση επιµερισµού πέρα από σταθερά κανονικοποίησης 
των πιθανοτήτων, περιέχει όλη τη φυσική πληροφορία του συστήµατος.  

Η µέση τιµή µιας ποσότητας Q  µε τιµή µQ  στην κατάσταση µ, θα 
δίδεται από τον τύπο: 

 ∑∑ −==
µ

β
µ

µ
µµ

µEeQ
Z

pQQ 1   (2) 

Οπότε για την εσωτερική ενέργεια έχουµε: 

 
βββ µ

β

µ

β
µ

µµ

∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=>=< ∑∑ −− ZZ
Z

e
Z

eE
Z

E EE log111  (3) 

Για το τετράγωνο της ενέργειας: 
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Και για την τυπική της απόκλιση: 
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2
222 log11)(

βββ ∂
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⎡
∂
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∂
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Ασχολούµαστε τώρα µε την ειδική θερµότητα. Από τη θερµοδυναµική 

γνωρίζουµε ότι 
T
EC
∂
∂

= . Οπότε: 
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2
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2 log)ln)((
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β
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∂
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T
EC  (6) 

Όµως ⎯⎯→⎯ )5()6(  )( 222 ><−><=
∂
∂

= EEk
T
EC β  (7) 
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δηλαδή συνδέεται ένα µικροσκοπικό µέγεθος (στατιστική διακύµανση 
ενέργειας) µε ένα θερµοδυναµικό (ειδική θερµότητα) γεφυρώνοντας τις 
δύο προσεγγίσεις.  

Από τα παραπάνω βγαίνει ένα ακόµη πολύ σηµαντικό συµπέρασµα 
που διαπιστώνεται και στο εκτελεστικό κοµµάτι της εργασίας. Τα µεγέθη 

CE,  είναι εκτατά (ανάλογα του N ), όποτε µέσω της (7) έχουµε:  

 =
∆
E
E

><
=

><
><−><

E

C
k

E
EE 222

1
β

~
N

N 2/1

~ 
N
1  (8) 

δηλαδή αυξάνοντας τους βαθµούς ελευθερίας, µειώνεται η στατιστική 
σχετική διακύµανση της ενέργειας. 

Ορίζεται επιδεκτικότητα χ  του µεγέθους X στο συζυγές του πεδίο-
παράµετρο του συστήµατος  Y, το µέγεθος: 

 
Y
X

∂
><∂

=χ  (9) 

Η σύζευξη των X,Y εκφράζεται ως επιπλέον όρος –XY στην Hamiltonian 
του συστήµατος. Τότε 

 (2) ⎯⎯⎯ →⎯ = )( XQ  <X>=
Y

ZeX
Z

YX

∂
∂

=∑ +−− log11 ...)(...

βµ

β
µ

µ  (10) 

και ⇒)10( =χ )(...log1 22
2

2

><−><==
∂

∂
=

∂
><∂ XX

Y
Z

Y
X β

β
 (11) 

Η γραµµική αυτή σχέση είναι γνωστή ως “θεώρηµα γραµµικής 
απόκρισης”. 

Η επιδεκτικότητα ορίζεται και τοπικά, για ζεύγος ( ii xY , ), µιας 
πλεγµατικής θέσης i µε τοπικό πεδίο iY  και µεταβλητή απόκρισης ix  ως: 

 
i

i
i Y

x
∂

><∂
=χ  (12) 

Μπορεί να γενικευθεί ακόµη περισσότερο, ορίζοντας την επιδεκτικότητα 
της µεταβλητής ix  της πλεγµατικής θέσης i, στο πεδίο jY  της θέσης j: 

 
jij

i
ij YY

Z
Y
x

∂∂
∂

=
∂

><∂
=

log1 2

β
χ   (13) 

Αντικαθιστώντας ∑ +−−=
µ

β µ ...)(... ii YxeZ  προκύπτει: 
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Η συνάρτηση (14) ονοµάζεται connected correlation (ccf), και δείχνει 
το βαθµό συσχετισµού των µεταβλητών ji xx , . Όταν διακυµαίνονται στην 
ίδια κατεύθυνση λαµβάνει θετική τιµή (συσχετισµένες), όταν 
διακυµαίνονται σε αντίθετες κατευθύνσεις λαµβάνει αρνητική τιµή 
(αντισυσχετισµένες) και όταν λαµβάνει µηδενική τιµή τότε οι τιµές των 

ji xx ,  είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες.  

Αφού παρουσιάσαµε τις γενικές ιδιότητες των συστηµάτων µε σταθερά 
T, N,  ήρθε η ώρα να εξειδικεύσουµε την συζήτηση στην περίπτωση που 
µας ενδιαφέρει. 

1.2. Το µοντέλο Ising 
Θεωρούµε πλέγµα (διακριτό χώρο) {i}, κάθε σηµείο του οποίου 

καταλαµβάνεται από ένα spin (µαγνητικό δίπολο) }{ is , το οποίο µπορεί 
να λαβαίνει µια εκ των τιµών {-1,+1}. Τα spins αλληλεπιδρούν: 

 µεταξύ τους →  επιπλέον όρος - ijJ ji ss  στη Hamiltonian του 
συστήµατος,  ijJ  η “δύναµη” της αλληλεπίδρασης 

 µε εξωτερικό µαγνητικό πεδίο →  επιπλέον όρος ii sB−  στην 
Hamiltonian, iB  η ένταση του πεδίου στη θέση i 

Εποµένως η γενική µορφή της Ising Hamiltonian είναι:  

 ∑∑ −−=
i

ii
ij

jiijgI sBssJH sin  (15) 

Στην εργασία αυτή µελετούµε την απλουστευµένη περίπτωση: JJ ij = >0 
µε i, j γειτονικές πλεγµατικές θέσεις  και 0== BBi :  

 ∑∑ −−=
>< i

i
ij

ji sBssJH  (16) 

Κατάσταση του συστήµατος, είναι µια εκ των N2  διαφορετικών 
δυνατών κατανοµών τιµών στα spins του πλέγµατος. Άρα η συνάρτηση 
επιµερισµού: 

 ∑ ∑ ∑
±= ±= ±=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−− ∑∑
= ><

1 1 11 2s s s

sBssJ

N

i
i

ij
ji

eZ
β

L  (17) 

Η µαγνήτιση M του συστήµατος υπολογίζεται µε αντικατάσταση της 
Z από την (17) στην (10) για Y=B, όµως βρίσκεται και ευκολότερα 
υπολογίζοντας τη µέση τιµή της σε πολλές καταστάσεις του συστήµατος: 

 <M>= ∑
i

is     (18) 

Η µαγνητική επιδεκτικότητα χ  µπορεί να  υπολογιστεί µε 
αντικατάσταση της Z από τη (17) στην (11), αλλά πιο εύκολα δια του 
υπολογισµού της µέσης τιµής των διακυµάνσεων της µαγνήτισης σε 
πολλές καταστάσεις: 
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 )( 22 ><−><= MMβχ  (19) 

Με παρόµοιο σκεπτικό θα υπολογιστούν και τα µεγέθη <E>,C. 

 Αν αντικαταστήσουµε την γενική gIH sin  από την (15) στη (13), 
προκύπτει η spin-spin connected correlation function (ssccf): 

 >><<−>=< jijiC ssssjiG ),()2(  (20) 

1.3. Οι ιδιότητες του µοντέλου Ising 
Το απλουστευµένο µοντέλο Ising έχει επιλυθεί αναλυτικά σε 

πλέγµατα 1D και 2D, ενώ σε 3D πλέγµα δεν είναι επιλύσιµο. Από τις 
διαθέσιµες λύσεις και τις υπολογιστικές προσοµοιώσεις που έχουν γίνει, 
έχει συναχθεί το συµπέρασµα ότι κινούµενοι στο φάσµα των 
θερµοκρασιών, στα πλέγµατα 2D και 3D συντελείται µετάβαση φάσης 
ενώ αντιθέτως σε 1D δεν έχουµε µετάβαση φάσης. Η µετάβαση είναι από 
την παραµαγνητική φάση όπου 0=m  (υψηλές θερµοκρασίες),  στη 
σιδηροµαγνητική φάση όπου 0≠m  (χαµηλές θερµοκρασίες), και 
πραγµατοποιείται στην περιοχή γύρω από κάποια κρίσιµη 
θερµοκρασία CT  χαρακτηριστική του αριθµού των διαστάσεων και της 
γεωµετρίας του πλέγµατος. Η µετάβαση είναι 2ης τάξεως, διότι η 
παράµετρος τάξης m είναι συνεχής συνάρτηση της θερµοκρασίας. Τη 
λέµε παράµετρο τάξης διότι η τιµή της εκφράζει το κατά πόσο το 
σύστηµα είναι εύτακτο, λαµβάνοντας µέγιστη τιµή 1 (οµόρροπα spins→  
φερροµαγνητική φάση) και ελάχιστη τιµή 0 (τυχαίως προσανατολισµένα 
spins→  παραµαγνητική φάση). 

Η περιοχή θερµοκρασιών γύρω από την CT , ονοµάζεται κρίσιµη 
περιοχή. Τα φαινόµενα που λαµβάνουν χώρα σε αυτήν ονοµάζονται 
κρίσιµα φαινόµενα και αποτελούν το επίκεντρο της µελέτης όσων 
ασχολούνται µε το µοντέλο αυτό. Το ίδιο ισχύει και για εµάς. 

Στο 2D-πλέγµα, τα αποτελέσµατα της αναλυτικής λύσης µας 
αποκαλύπτουν ότι η µαγνήτιση m είναι συνεχής συνάρτηση που 
λαµβάνει τιµή 0 σε θερµοκρασίες κάτω από Cβ  και 1 σε όλη σχεδόν την 
περιοχή πάνω από Cβ . Στην περιοχή +

Cβ  συµπεριφέρεται ως: 

 βtm ~  (21) 

όπου 
C

Ct
β

ββ −
=  η ανηγµένη θερµοκρασία (reduced temperature) 

που εκφράζει τη σχετική απόσταση από το κρίσιµο σηµείο, και β ο 
επονοµαζόµενος κρίσιµος εκθέτης της µαγνήτισης.  

Η ενέργεια e επίσης είναι συνεχής συνάρτηση της θερµοκρασίας.  

Η µαγνητική επιδεκτικότητα χ αποκλίνει εκθετικά ως εξής: 

 γχ −t~   (22) 
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όπου γ ο κρίσιµος εκθέτη της µαγνητικής επιδεκτικότητας, άρα 
σηµειώνει απειρισµό για Cββ = .  

Η ειδική θερµότητα c αποκλίνει λογαριθµικά ως: 

 tc ln~  (23) 

εποµένως απειρίζεται στο Cββ = . 

 
Σχήµα 1.1. Τυπική συµπεριφορά της Ενέργειας του συστήµατος στο φάσµα των 

θερµοκρασιών. 

 
Σχήµα 1.2. Τυπική συµπεριφορά της Μαγνήτισης στο φάσµα των 

θερµοκρασιών. 

m  

β  Cβ  

β  Cβ  

e  
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Σχήµα 1.3. Τυπική συµπεριφορά της Ειδικής Θερµότητας στο φάσµα των 

θερµοκρασιών. 

 
Σχήµα 1.4. Τυπική συµπεριφορά της Μαγνητικής Επιδεκτικότητας στο φάσµα 

των θερµοκρασιών. 

Η συνάρτηση ssccf παρουσιάζει κρίσιµη συµπεριφορά: 

 η

ξ

+−

−

2~)( d

r

r
erG , 1<<t , r >>1 (24) 

όπου d ο αριθµός των διαστάσεων του πλέγµατος, η κρίσιµος εκθέτης 
και ξ το µήκος συσχετισµού που εκφράζει ένα µέτρο του µήκους εντός 
του οποίου δύο spins θα έχουν έντονα συσχετισµένες τιµές. 

Το µήκος συσχετισµού ξ, επίσης αποκλίνει στην κρίσιµη περιοχή: 

χ  

β  Cβ  

c  

β  Cβ  
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 vt −~ξ  (25) 

µε ν τον αντίστοιχο κρίσιµο εκθέτη. Παρατηρούµε ότι για Ct ββ =⇒= 0 , 
∞→ξ που έχει επίπτωση στην ssccf: 

 η+−⇒ 2

1~)()24( dr
rG ,  r>>1 (26) 

 
Σχήµα 1.5. Τυπική συµπεριφορά του Μήκους Συσχετισµού στο φάσµα των 

θερµοκρασιών. 

 
Σχήµα 1.6. Τυπική µορφή της Συνάρτησης Συσχετισµού (ssccf). 

G  

r   

ξ  

β  Cβ  
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Σχήµα 1.7. ∆ιάκριση περιοχών τιµών για την ssccf µε βάση την υπερισχύουσα 

συναρτησιακή της συµπεριφορά. 

Οι τιµές όλων των κρίσιµων εκθετών έχουν υπολογισθεί αναλυτικά για 
το 2D-Ising. Επίσης, έχει υποτεθεί ότι και το 3D-Ising µοντέλο 
συµπεριφέρεται κατά τον τρόπο που υποδηλώνουν οι σχέσεις (21)-(22), 
(24)-(26) στην κρίσιµη περιοχή, έτσι έχουν προσδιοριστεί και σε αυτό οι 
κρίσιµοι εκθέτες προσεγγιστικά. Συγκεντρώνουµε κάποια αποτελέσµατα 
στον επόµενο πίνακα: 

Τιµή εκθέτη 
Φυσική 

Ποσότητα 

Κρίσιµος 

Εκθέτης d=2 
(αναλυτικά) 

d=3 

(προσεγγιστικά) 

Ειδική 
Θερµότητα α - 0.104± 0.003 

Μαγνητική 
Επιδεκτικότητα γ 7/4 1.2385± 0.0015 

Μαγνήτιση β 1/8 0.325 

Μήκος 
συσχετισµού ν 1 0.632± 0.001± 0.025 

Συνάρτηση 
Συσχετισµού η 1/4 0.039± 0.004 

Πίνακας 1.1. Κρίσιµοι εκθέτες σε συστήµατα 2D και 3D Ising (πηγή [6]).  

Η κρίσιµη περιοχή στο θερµοκρασιακό φάσµα έχει µια πολύ 
σηµαντική ιδιότητα. ∆ιατηρεί ανεξάρτητους τους κρίσιµους εκθέτες της 
από πλήθος χαρακτηριστικών παραµέτρων του συστήµατος, όπως η 
γεωµετρία του πλέγµατος ή η δύναµη της αλληλεπίδρασης J. Με άλλα 
λόγια, µια ολόκληρη οµάδα από διαφορετικά µοντέλα υπακούει τις ίδιες 
εξισώσεις  (21) έως (26) . Ο όρος που συνοψίζει τα παραπάνω λέγεται 
παγκοσµιότητα (universality), και η οµάδα των συστηµάτων µε κοινή 
κρίσιµη συµπεριφορά, οµάδα παγκοσµιότητας (universality class). 

ηr
rG 1~)(   

rlog   ξ 

ξ
r

erG
−

~)(   

Glog  
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Από αυτό µπορούµε να ωφεληθούµε ως εξής: να εξάγουµε αποτελέσµατα 
στο απλούστερο δυνατό από τα µοντέλα µιας οµάδας, και αυτοµάτως θα 
έχουµε χαρακτηρίσει και την υπόλοιπη οµάδα στην οποία ενδέχεται να 
ανήκει και κάποιο πραγµατικό φυσικό σύστηµα. Για να κατανοήσουµε 
γιατί συµβαίνει η παγκοσµιότητα, πρέπει να εξετάσουµε τα κρίσιµα 
φαινόµενα µικροσκοπικά. 

1.4. Μικροσκοπική µελέτη της µεταβάσεως φάσης 
Η δυναµική εξέλιξη του συστήµατος χαρακτηρίζεται από δύο τάσεις. 

Η µία είναι να προσπαθούν τα spins να επηρεάζουν το ένα το άλλο, και 
οικοδοµείται στη στοιχειώδη αλληλεπίδραση ανάµεσα σε γείτονες-spins. 
Η δεύτερη είναι να µην επικοινωνούν µεταξύ τους που απορρέει από την 
απορρόφηση ποσών ενέργειας από την δεξαµενή θερµότητας µε 
αποτέλεσµα τη διέγερση τους σε καταστάσεις υψηλότερης ενέργειας από 
τη δέσµια µε τους γείτονές τους. Ας δούµε ένα παράδειγµα: 

Θεωρούµε 2D-πλέγµα τετραγωνικής συµµετρίας µε 1=J  και αρχική 
θερµοκρασία 0=T  (ή )∞=β . Κάθε spin δέχεται µόνο την επίδραση των 
γειτονικών του, που το καθηλώνουν σε οµόρροπη µε αυτά κατεύθυνση. 
Το σύστηµα παρουσιάζει πλήρη τάξη που εκδηλώνεται µακροσκοπικά µε 
εµφάνιση µέγιστης δυνατής µαγνήτισης. 

 
Σχήµα 1.8. Το σύστηµα για θερµοκρασία T=0. Όλα τα spins οµόρροπα. 

Αυξάνουµε τη θερµοκρασία σε 100.2=T  (ή )4762.0=β . Για κάθε 
spin υπάρχει µια µικρή πιθανότητα να αντιτεθεί στην κατεύθυνση που 
ορίζουν τα γειτονικά του, προκαλώντας αύξηση στην ενέργεια. Αν το 
επιτύχει, αυτοµάτως δηµιουργεί ευνοϊκότερες προϋποθέσεις γι’ αυτά 
ώστε να το ακολουθήσουν, µε µικρότερο ενεργειακό κόστος, µια και θα 
έχουν ένα λιγότερο γείτονα-δεσµώτη. 

Η διαδικασία µπορεί να συνεχιστεί και σε πιο εξωτερικά στρώµατα ως 
προς το αρχικό spin (ή πυρήνα) δηµιουργώντας µια ολόκληρη γειτονιά 
από ανεστραµµένα spins που ονοµάζουµε σµήνος (cluster).  
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Σχήµα 1.9 T=2.100. Τα πρώτα µικρά σµήνη σχηµατίζονται. 

Με άλλα λόγια, σµήνος είναι µια οµάδα spins µέσα σε ένα εύτακτο 
περιβάλλον, που αλλάζει κατεύθυνση προκαλώντας διακύµανση στην 
τιµή της ενέργειας και της µαγνήτισης του συστήµατος. Αυξάνοντας 
κλιµακωτά τη θερµοκρασία, το µέγεθος των σµηνών ολοένα αυξάνεται. 
Οµοίως οι διακυµάνσεις στην ενέργεια (µεγαλύτερο σµήνος →  
µεγαλύτερη επιφάνεια-σύνορο ανάµεσα στα spins σµήνους και τα 
εξωτερικά γειτονικά →  περισσότεροι σπασµένοι δεσµοί), και τη 
µαγνήτιση (µεγαλύτερο σµήνος →  περισσότερα “µαγνητάκια” αλλάζουν 
φορά). Η αύξηση αυτή συνεχίζεται µέχρι την κρίσιµη θερµοκρασία 

== cTT 2.269 (ή )4407.0=β . 

 
Σχήµα 1.10. T=TC =2.269. ∆ε διακρίνεται η φορά της µαγνήτισης του 

συστήµατος όταν ήταν παγωµένο. 

Τώρα οι δύο ανταγωνιζόµενες τάσεις έχουν ισοδύναµη ισχύ: η µια 
έχει διατηρήσει την τάξη τοπικά όµως, στις γειτονίες των spins που δεν 
άλλαξαν κατεύθυνση όσο και στα σµήνη, αλλά η δεύτερη έχει καταφέρει 
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να δηµιουργήσει τόσο πολλά και µεγάλα σµήνη ώστε δε διακρίνεται ποια 
ήταν η φορά της µαγνήτισης όταν επικρατούσε απόλυτη τάξη. Εποµένως 
δεν έχει νόηµα να διακρίνουµε τις γειτονιές, είναι όλες σµήνη. 
Αυξάνουµε και άλλο τη θερµοκρασία σε 100.3=T  (ή )3226.0=β . Τα 
µέγιστου δυνατού µεγέθους σχηµατισµένα σµήνη απειλούνται να 
διαλυθούν από την ίδια τάση που τα δηµιούργησε: στο εσωτερικό τους 
υπάρχει µεγάλη πια πιθανότητα κάποιο spin να αναστραφεί 
συµπαρασύροντας και κάποια που το περιβάλλουν, δηµιουργώντας ένα 
νέο µικρότερο σµήνος υποβαθµίζοντας έτσι το µητρικό.  

 
Σχήµα 1.11. T=3.100. Υπερίσχυση της τάσεως αυτονοµίας των spins µε 

συνέπεια την κατάτµηση των µεγάλων σµηνών σε µικρότερα. 

Αυξάνοντας κλιµακωτά τη θερµοκρασία, όλο και περισσότερα spins 
θα γίνονται πυρήνες σµηνών, τα µεγέθη των σµηνών θα µειώνονται και 
στο όριο ∞=T  (ή )0=β  θα έχουµε τόσα σµήνη όσα και spins µε το 
ελάχιστο δυνατό µέγεθος του ενός spin. Θα επικρατεί απόλυτη αταξία 
που εκδηλώνεται µακροσκοπικά µε µηδενική µαγνήτιση. 
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Σχήµα 1.12. T=∞ . Κάθε spin λαµβάνει τυχαία φορά. ∆εν αλληλεπιδρά µε 

κανένα άλλο spin. 

Το µέγεθος των σµηνών ποσοτικοποιείται από το µήκος συσχετισµού 
ξ. 
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2. ΜΕΘΟ∆ΟΣ MONTE CARLO 

2.1. ∆ιαδικασία Markov 
Θεωρούµε σύστηµα σταθερής θερµοκρασίας Τ και βαθµών 

ελευθερίας N. Η πιθανότητα να βρίσκεται τη χρονική στιγµή t  σε κάποια 
κατάστασηµ  από το διακριτό σύνολο καταστάσεων { }µ , είναι )(twµ . 
Μπορεί να µεταβαίνει από αρχική κατάσταση µ σε τελική ν µε 
πιθανότητα )( νµ →P  που ονοµάζεται πιθανότητα µεταβάσεως από την 
µ  στην ν . Η θεµελιώδης παραδοχή που κάνουµε είναι ότι το σύστηµά 
µας είναι “Μαρκοβιανό” που σηµαίνει: 

 Οι )( νµ →P  είναι σταθερές στο χρόνο 

 Μια )( νµ →P  εξαρτάται µονάχα από τα χαρακτηριστικά των 
καταστάσεων νµ, , και όχι από την έως τώρα τροχιά του 
συστήµατος στο χώρο των καταστάσεων.  

Το σύστηµα θα ικανοποιεί τη συνθήκη εργοδικότητας (condition of 
ergodicity): όταν βρίσκεται σε κάποια κατάσταση µ , οποιαδήποτε άλλη 
κατάσταση ν  είναι προσβάσιµη από αυτό µετά από πεπερασµένο αριθµό 
µεταβάσεων. Ακόµη θα ισχύει:  

 [ ]∑ →−→=
v

PtwPtw
dt

dw
)()()()( νµµν µν

µ  (1) 

ή ότι σε χρονική στιγµή t , ο ρυθµός άφιξης του συστήµατος στην 
κατάσταση µ  µείον το ρυθµό αναχώρησής του από την κατάσταση µ  σε 
κάποια άλλη, ισούται µε το ρυθµό µεταβολής της πιθανότητάς του να 
βρίσκεται στην κατάσταση µ  τη χρονική στιγµή t . 

Οποιαδήποτε χρονική στιγµή, το σύστηµα πρέπει να είναι σε κάποια 
από τις καταστάσεις { }µ : 

 1)( =∑
µ

µ tw  (2)  

και να πραγµατοποιεί νέα µετάβαση σε κατάσταση ν , χωρίς να 
αποκλείεται η τρέχουσα κατάσταση µ: 

 ∑ =→
ν

νµ 1)(P  (3) 

Η εξίσωση (1) είναι 1ης τάξεως µε πραγµατικές παραµέτρους 
)( νµ →P , οι )(twµ  λαµβάνουν τιµή ανάµεσα σε 0 και 1 σύµφωνα µε τη 

(2) και όπως µπορεί να αποδειχθεί, στο όριο ∞→t :  

 [ ]∑ →−→=
v

PpPp )()(0 νµµν µν  (4) 

 1=∑
µ

µp  (5) 
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Οι εξισώσεις (4),(5) υποδηλώνουν ότι το σύστηµα έχει περιέλθει σε 
δυναµική ισορροπία, δηλαδή καταλαµβάνει καταστάσεις σύµφωνα µε την 
κατανοµή πιθανότητας µp  ανά σταθερή χρονική περίοδο, και όχι για 
κάθε t  (limit cycle). Ως συνέπεια, δεν είναι δυνατό να αναπαράγει την 
κατανοµή πιθανοτήτων Boltzmann όταν η περίοδος αυτή είναι διάφορη 
του 1. Θέτουµε την επιπλέον ικανή (όχι αναγκαία) συνθήκη λεπτοµερούς 
ισοζύγισης (detailed balance condition): 

 )()( µννµ νµ →=→ PpPp  (6) 

ή ισοδύναµα ότι το σύστηµα είναι συµµετρικό στο µετασχηµατισµό 
tt −→ . Πλέον το σύστηµα βρίσκεται σε ισορροπία και υπόκειται στη 

στατιστική Boltzmann: 

 µβ
µ

Ee
Z

p −=
1 , όπου ∑ −=

µ

β µEeZ     (7) 

 

Τότε έχουµε: (6) ⎯→⎯ )7(  
)(
)(

µν
νµ

→
→

P
P = )( µνβ EEe −−  (8)  

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ: Αν θέλουµε να φτιάξουµε µια Μαρκοβιανή διαδικασία-
αλγόριθµο, η οποία σε σύστηµα θερµοκρασίας T, βαθµών ελευθερίας N, 
µε δυνατές καταστάσεις { }µ , να ενεργοποιεί µια κατάσταση ν  δοθείσης 
καταστάσεως µ  κατά τρόπο ώστε για άπειρες τέτοιες µεταβάσεις η 
συχνότητα εµφάνισης κάθε κατάστασης να συγκλίνει στην προβλεπόµενη 
από τη στατιστική Boltzmann, αρκεί να επιλέξουµε πιθανότητες 
µετάβασης )( νµ →P  που να υπόκεινται στις σχέσεις (3), (8) και να 
ικανοποιούν τη συνθήκη εργοδικότητας.  

2.1.1. Λόγοι αποδοχής 
Συνηθίζεται να αναλύουµε τις πιθανότητες µετάβασης: 

 )()()( νµνµνµ →→=→ AgP  (9) 

όπου: )( νµ →g  η πιθανότητα επιλογής της µετάβασης (Selection 
Probability) ή, δεδοµένης αρχικής κατάστασης µ , η πιθανότητα να 
επιλεγεί από τη διαδικασία ως υποψήφια τελική κατάσταση η ν , και 

)( νµ →A  ο λόγος αποδοχής της µετάβασης (Acceptance Ratio) ή, 
δεδοµένου ότι επιλέχθηκε η µετάβαση νµ → , η διαδικασία θα την 
πραγµατοποιήσει µε πιθανότητα )( νµ →A .  

Συνεπώς: (8) ⎯→⎯ )9(  
)()(
)()()(

µνµν
νµνµµνβ

→→
→→

=−−

Ag
Age EE   (10) 

Παρατηρούµε ότι ο λόγος 
)(
)(

µν
νµ

→
→

A
A  µπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή 

από 0 έως ∞ , που σηµαίνει ότι είµαστε σε θέση να επιλέξουµε όποιο 
ζεύγος )( νµ →g , )( µν →g  επιθυµούµε. Αφότου το κάνουµε, πρέπει να 
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µεγιστοποιήσουµε και τις αντίστοιχες πιθανότητες )( νµ →A , )( µν →A  
ώστε το σύστηµα να κάνει µεταβάσεις συχνότερα, άρα να εξελίσσεται 
ταχύτερα. Γνωρίζουµε ότι λαµβάνουν τιµή από 0 έως 1, οπότε συµφέρει 
να θέσουµε τη µεγαλύτερη από τις δύο ίση µε 1 και την µικρότερη όσο 
πρέπει ώστε να ικανοποιείται η (10). 

Τα παραπάνω είναι ένας εύκολος τρόπος να δηµιουργήσουµε 
αλγόριθµο µε τις επιθυµητές πιθανότητες µετάβασης. Η απ’ ευθείας 
εύρεσή του είναι γενικώς δύσκολη διαδικασία. Το τίµηµα που 
πληρώνουµε είναι η ενδεχόµενη καθυστέρηση στην εξέλιξη του 
συστήµατος λόγω απόρριψης κάποιων από τις µεταβάσεις.   

2.1.2. Ο αλγόριθµος Wolff 
Είναι ο αλγόριθµος που χρησιµοποιούµε στην εργασία µας. Τα 

βήµατά του είναι τα εξής: 

I. ∆ιάλεξε τυχαία ένα spin από το πλέγµα Το spin αυτό είναι ο πυρήνας 
ενός νέου σµήνους. 

II. Για κάθε γειτονικό spin, έλεγξε αν είναι οµόρροπο και πρόσθεσε το 
στο σµήνος µε πιθανότητα addP .  

III. Για κάθε spin που προστέθηκε, επανάλαβε το προηγούµενο βήµα 
και στα γειτονικά του έως ότου να έχουν εξετασθεί για συµπερίληψη 
όλα τα γειτονικά στο σµήνος spins, αντιµετωπίζοντας ως εξής δύο 
ιδιαίτερες περιπτώσεις: 

 Spin που απερρίφηθη σε προηγούµενη επανάληψη, µπορεί να 
επανεξεταστεί σε επόµενη αν αυτό προκύψει. 

 Spin που συµπεριλήφθηκε σε προηγούµενη επανάληψη, δεν θα το 
επανεξετάσουµε σε επόµενη αν αυτό προκύψει.  

IV. Ανάστρεψε το σµήνος. 

Πρέπει να προσδιοριστεί η addP . Έστω οι δύο καταστάσεις νµ,  που 
φαίνονται στο σχήµα: 
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Σχήµα 2.1. Καταστάσεις µ (αριστερά), ν (δεξιά) και ένα σµήνος για αναστροφή. 

Το σύστηµα θα κάνει τη µετάβαση νµ →  αν αναστρέψουµε το 
σµήνος που περικλείει η συνεχής γραµµή.  Αντίστοιχα και για τη 
µετάβαση µν → . Έστω πραγµατοποιούµε τις δύο µεταβάσεις µε τρόπο 
ώστε το αρχικό spin-πυρήνας και η πορεία µε την οποία προστίθενται τα 
spins στο σµήνος να είναι κοινά. Τότε αν m  το πλήθος των δεσµών που 
σπάνε κατά την νµ →  και n  το πλήθος των δεσµών που σπάνε κατά την 

µν → , θα ισχύει  m
addPAg )1()( −=→νµ  και  n

addPAg )1()( −=→ µν  όπου 
A  εξαρτάται από την πορεία δηµιουργίας του σµήνους και addP−1  η 
πιθανότητα να µην προστεθεί κάποιο spin σε αυτό. Τότε: 

 →)10(  )(

)(
)()1( µνβ

µν
νµ EEnm

add e
A
AP −−− =

→
→

−  (11) 

Επίσης ισχύει )(2 nmJEE −=− µν  (12) 

διότι κατά την νµ → , για κάθε δεσµό που σπάει η ενέργεια αυξάνεται 
κατά J2+  και για κάθε έναν που δηµιουργείται µειώνεται κατά J2−  
οπότε: 

 ⎯⎯ →⎯ )12()11(  
)(
)(

µν
νµ

→
→

A
A = [ ] mn

add
J Pe −

− )1(2β  (13) 

Θέτουµε J
add eP β21 −−≡  ώστε το δεξιό µέλος να είναι σταθερό (ίσο µε 1) 

ανεξάρτητο από τις παραµέτρους της µετάβασης, και επιλέγουµε 
)( νµ →A =1 ∀  νµ,  ως βέλτιστη επιλογή. 

Ο αλγόριθµος ικανοποιεί τη συνθήκη της εργοδικότητας, διότι, 
δεδοµένης της πιθανότητας για κάθε spin να επιλεγεί ως πυρήνας 
σµήνους ενός µέλους µε σκοπό την αλλαγή της φοράς του, θα υπάρχει 
και η δυνατότητα κατάλληλης διαδοχής τέτοιων µεταβάσεων που θα 
οδηγήσουν το σύστηµα στην επιθυµητή κατάσταση σε πεπερασµένο 
πλήθος βηµάτων. 
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2.2. Τύπος πλέγµατος 
Έχοντας αποφασίσει σε πόσες διαστάσεις εκτείνεται το µοντέλο µας, 

πρέπει να επιλέξουµε τα γεωµετρικά του χαρακτηριστικά και τις 
συνοριακές του συνθήκες. Ενδεικτικές περιπτώσεις συµµετρίας 
πλέγµατος σε 2D είναι η τετραγωνική (square), η τριγωνική (triangular), 
η εξαγωνική  (honeycomb) κλπ, ενώ σε  3D η κυβική (cubic), η πλεύρο-
κεντρωµένη κυβική (fcc), η βάση-κεντρωµένη κυβική (bcc) κλπ. Η τελική 
µας επιλογή δεν θα επηρεάσει καθόλου τα εξαγόµενα φυσικά 
αποτελέσµατα διότι, όπως έχουµε αναφέρει η παγκοσµιότητα ως ιδιότητα 
του µοντέλου οδηγεί σε κοινή κρίσιµη συµπεριφορά για συστήµατα 
διαφορετικής γεωµετρίας µε ίδια διάσταση πλέγµατος.  

Επίσης περιορισµοί στη µνήµη και τον χρόνο εκτέλεσης δε µας 
επιτρέπουν να προσοµοιώσουµε συστήµατα µε πολύ µεγάλο πλήθος 
βαθµών ελευθερίας, εποµένως το πλέγµα µας θα έχει πεπερασµένο 
πλήθος πλεγµατικών σηµείων. Μπορούµε όµως να προσεγγίσουµε τη 
συµπεριφορά του απείρου συστήµατος από ένα πεπερασµένο, 
εφαρµόζοντας περιοδικές συνοριακές συνθήκες, καθιστώντας έτσι όλα τα 
πλεγµατικά σηµεία ισοδύναµα. Οι δηµοφιλέστερες περιπτώσεις 
περιοδικών σ.σ. είναι τοροϊδείς σ.σ. και ελικοειδείς σ.σ. Τις αποτυπώνουµε 
σε τετραγωνικά πλέγµατα 16 πλεγµατικών θέσεων: 
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Σχήµα 2.2. Τοροϊδείς συνοριακές συνθήκες (πάνω) και ελικοειδείς συνοριακές 

συνθήκες (κάτω), σε τετραγωνικό πλέγµα γραµµικής διάστασης L=5. 

Σε τοροϊδείς σ.σ. κινούµενοι οριζόντια η κάθετα, συναντούµε ανά 
σταθερή περίοδο βηµάτων ίση µε N  την πλεγµατική θέση από την 
οποία ξεκινήσαµε. Σε ελικοειδείς σ.σ. κινούµενοι κάθετα συναντούµε την 
αρχική µας θέση ανά σταθερή περίοδο βηµάτων N , όµως οριζόντια θα 
πρέπει να κάνουµε N  βήµατα συν 1 προς τα πάνω  αλλοιώνοντας 
ελαφρά την περιοδικότητα. Με το τρικ αυτό επιτυγχάνεται η γρηγορότερη 
προσπέλαση στις τιµές των spins από τον υπολογιστή, όµως εισάγεται 
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και ένα µικρό συστηµατικό σφάλµα µε βασικότερη επίπτωση στον 
υπολογισµό της ssccf. Πιο συγκεκριµένα, έστω θέλουµε να 
προσδιορίσουµε την )2(G  δια του συσχετισµού στα ζεύγη 19s , 21s  σε 
οριζόντια διεύθυνση και 419,ss  σε κάθετη. Πρέπει να ισχύει 

)2(G = >=><<−>< 21192119 ssss  >><<−>< 419419 ssss  αθροίζοντας σε 
όλες τις δυνατές καταστάσεις. Ταυτόχρονα όµως έχουµε 

>><<−>< 419419 ssss = )3(G  και >=><<−>< 21192119 ssss )10(G  άρα 

)10()3( GG =  που δεν ισχύει. Βέβαια, το σφάλµα αυτό είναι 
ανεπαίσθητο, ιδιαίτερα για µεγάλα πλέγµατα ώστε υπερκαλύπτεται από 
το στατιστικό, µια και τα διαθέσιµα δείγµατα είναι πολύ µικρότερα από 
τις N2  καταστάσεις, τόσο µικρά που πρακτικά ),(),( verrGhorrG ≠  
πάντοτε. ∆ικαιολογείται έτσι η ευρεία χρήση των ελικοειδών σ.σ. 

Στην εργασία µας επιλέξαµε 2D τετραγωνικό πλέγµα µε τοροϊδείς σ.σ. 
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3. ΛΗΨΗ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ – ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ 
ΜΕΓΕΘΩΝ 

3.1. Ισορροπία 
Έχουµε αναφέρει ότι ένα σύστηµα θα βρεθεί σε ισορροπία αφότου 

εξελιχθεί για µεγάλο χρονικό διάστηµα ώστε οι πιθανότητες )(twµ  να 
συγκλίνουν σε σταθερές τιµές µp , που είναι οι πιθανότητες Boltzmann. 
Έκτοτε, θα βρίσκεται τον περισσότερο καιρό σε ένα µικρό υποσύνολο 
καταστάσεων των οποίων η ενέργεια, η µαγνήτιση και η ssccf θα 
λαµβάνουν τιµές γύρω από µια σταθερή-µέση τιµή και µε µικρή 
διασπορά. Η τελευταία πρόταση αποτελεί κριτήριο για να αποφανθούµε 
αν το σύστηµα έχει ισορροπήσει. 

Παραδείγµατος χάρη, για πλέγµα γραµµικής διάστασης =L 200 
( 2200=N ), αρχική κατάσταση “παγωµένη” (όλα τα spins οµόρροπα) και 
σε θερµοκρασία 3000.0=β , µια δυνατή εξέλιξη των µεγεθών ,m  ,e  

)1(G , )14/( +LG , )12/( +LG  είναι: 
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∆ιάγραµµα 3.1. Εξισορρόπιση συστήµατος µε L=200, β=0.3000 και “παγωµένη” 

αρχική κατάσταση. 

Ως µονάδα χρόνου χρησιµοποιούµε µια πλήρη επανάληψη του 
αλγορίθµου Wolff, που συνεπάγεται τη δηµιουργία ενός σµήνους (κατά 
Wolff) και την αναστροφή του. Παρατηρούµε ότι για 15000=t  και άνω, 
όλα τα µεγέθη διακυµαίνονται γύρω από µια σταθερή τιµή. Άρα, από τη 
στιγµή αυτή κι έπειτα (για άπειρο χρόνο), το σύστηµα βρίσκεται σε 
ισορροπία. 



 23

3.2. Αυτοσυσχετισµός 
Έστω, θέλουµε να λάβουµε µετρήσεις ενός µεγέθους του συστήµατος 

σε συγκεκριµένες χρονικές στιγµές. Η ποσότητα της συνολικής 
πληροφορίας που θα αποκοµίσουµε θα εξαρτηθεί από το βαθµό 
ανεξαρτησίας µεταξύ των λαµβανόµενων τιµών, η οποία απορρέει από το 
βαθµό ανεξαρτησίας µεταξύ των αντίστοιχών τους καταστάσεων. Οι 
καταστάσεις τείνουν να µην συσχετίζονται όταν µεσολαβεί µεγάλος 
αριθµός ενδιάµεσων µεταβάσεων οπότε η τελική κατάσταση δεν θυµίζει 
την αρχική. Εποµένως συµφέρει η λήψη κάθε µέτρησης να γίνεται ανά 
χρονική περίοδο αρκετή ώστε το σύστηµα να προλαβαίνει να 
αποαυτοσυσχετίζεται. Η περίοδος αυτή προσδιορίζεται από τη συνάρτηση 
αυτοσυσχετισµού (time displaced autocorrelation function) της υπό 
µελέτη ποσότητας, η διακριτή µορφή της οποίας είναι:  
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1)(χ  
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όπου )(ta  η τιµή του µεγέθους τη χρονική στιγµή t µε max0 tt ≤≤ και maxt η 
τελευταία στιγµή όπου λάβαµε µέτρηση. Η εκτίµηση της )(tχ  
βελτιώνεται όταν ∞→maxt  διότι η ολοκλήρωση γίνεται σε µεγαλύτερο 
διάστηµα. Συνήθως αποδεικνύεται ότι: 

 τχ /~)( tet −  για 1>>t  (2) 

όπου τ ό χρόνος συσχετισµού, ή µέτρο του χρονικού µήκους εντός του 
οποίου δύο µετρούµενες τιµές θα είναι έντονα συσχετισµένες. 

Για παράδειγµα, ο αυτοσυσχετισµός των µεγεθών ,m ),1(G ),14/( +LG  
)12/( +LG  σε σύστηµα µε 200=L  και 3265.0=β  (µε χρήση αλγορίθµου 

Wolff) αποτυπώνεται στο διάγραµµα: 
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∆ιάγραµµα 3.2. Αυτοσυσχετισµός βασικών µεγεθών σε σύστηµα µε L=200, 

β=0.3265. 

Παρατηρούµε ότι οι καµπύλες ξεκινούν από µέγιστη τιµή 1, βαίνουν 
φθίνουσες, και τείνούν ασυµπτωτικά στον οριζόντιο άξονα για µεγάλα t  
όπως η τ/te− . 

Ο χρόνος συσχετισµού χαρακτηρίζει εκτός από τη φυσική του 
συστήµατος και τη δυναµική του συµπεριφορά. Απλός τρόπος να 
υπολογιστεί, είναι προσδιορίζοντας την τετµηµένη του σηµείου στο οποίο 
η καµπύλη έχει πέσει στο 1−e  της αρχικής της τιµής. Ο συσχετισµός 
σβήνει για χρόνους µεγαλύτερους από τ2 , που σηµαίνει ότι αν επιλεγεί 
ως η περίοδος λήψης των µετρήσεων, το τελικό σετ θα περιλαµβάνει 
ασυσχέτιστες τιµές. Όµως δεν είναι πάντοτε γνωστός ο χρόνος αυτός, 
εποµένως καλό θα ήταν να είχαµε κάποιο τρόπο να προσδιορίσουµε την 
αβεβαιότητα της µέσης τιµής του δείγµατός µας, η οποία θα περιείχε την 
επιπλέον συνιστώσα του αυτοσυσχετισµού των τιµών του. Την δουλεία 
αυτή µπορεί να υλοποιήσει η µέθοδος υπολογισµού σφαλµάτων 
jackknife. 

3.2.1. Μέθοδος Jackknife 
Έστω { }ia  το σύνολο n  µετρήσεων που ελήφθησαν µε περίοδο t∆  (σε 

βήµατα του αλγορίθµου Wolff). Υπολογίζουµε τη µέση τιµή 1a , του 
συνόλου { } 1≠iia . Ακόλουθα υπολογίζουµε τη µέση τιµή 2a  του συνόλου 
{ } 2≠iia , και συνεχίζοντας καταλήγουµε µε ένα σύνολο { }ia  n  µέσων όρων. 
Υπολογίζουµε και το µέσο όρο όλων των µετρήσεων a , και το σφάλµα 
jackknife υπολογίζεται ως: 

 ∑
=

−=
n

i
i aa

1

2)(δα  (3) 
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3.3. Χωρικός συσχετισµός σε 2D  
Έχουµε αναφέρει ότι στο σύστηµα δηµιουργούνται σµήνη µε τυπική 

ακτίνα ξ  που εξαρτάται από τη θερµοκρασία. Έτσι, σε περιοχή ακτίνας ξ 
γύρω από κάποιο κεντρικό spin, η πιθανότητα ταύτισης της τιµής κάθε 
άλλου spin ανήκοντος στην περιοχή αυτή µε την τιµή του κεντρικού 
spin είναι µεγάλη. Αυτή η τοπική οµοιογένεια στο spin οδηγεί σε 
οµοιογένεια κι άλλων µεγεθών παράγωγών του spin, όπως του jiss . Ας 
δούµε ένα παράδειγµα. Έστω δύο spins 

21
, AA ss που απέχουν µεταξύ 

τους 1r >2ξ  όπως δείχνει το σχήµα: 

 
Σχήµα 3.1. Ο συσχετισµός των ζευγών 

11
, BA ss  και 

22
, BA ss , οδηγεί σε 

συσχετισµό ανάµεσα στα γινόµενα 
21 AA ss  και 

21 BB ss . 

Λαµβάνουµε την πρώτη µέτρηση 
211 AA ssa = . Έστω δύο ακόµα spins 

21
, BB ss  που απέχουν επίσης 1r  µεταξύ τους και βρίσκονται κοντά στα 

21
, AA ss  αντίστοιχα. Η πιθανότητα να ισχύει 

1Bs =
1As  είναι µεγάλη 

(πυκνές καµπύλες ίσης πιθανότητας στο σηµείο του 
1Bs ) όπως και για το 

ζεύγος 
2Bs ,

2As . Εποµένως η µέτρηση 
212 BB ssa =  είναι πολύ πιθανό να 

ταυτίζεται µε την 1a , δηλαδή 1a , 2a  συσχετισµένες. Ανάλογα 
συµπεράσµατα ισχύουν και όταν ξ21 <r  οπότε οι καµπύλες ίσης 
πιθανότητας αλληλεπιδρούν. Έστω τώρα τα 

21
, BB ss  βρίσκονται µακριά 

ως προς τα 
21

, AA ss : 

2As  2As  

1Bs  
2Bs  

1As  
ξ 

1r  
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Σχήµα 3.2. Ο µη-συσχετισµός των ζευγών 

11
, BA ss  και 

22
, BA ss , οδηγεί σε 

ανεξάρτητες τιµές 
21 AA ss  και 

21 BB ss . 

Ο συσχετισµός εντός των ζευγών 
11

, BA ss  και 
22

, BA ss  είναι µηδενικός, 
άρα, µε βάση τα παραπάνω, οι µετρήσεις 

211 AA ssa =  και 
212 BB ssa =  

είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Τέλος, στην περίπτωση του σχήµατος: 

 
Σχήµα 3.3. Ο µη-συσχετισµός του ζεύγους 

22
, BA ss , οδηγεί σε ανεξάρτητες 

τιµές 
21 AA ss  και 

21 BB ss . 

 

1Bs  συσχετισµένο µε 
1As , αλλά 

2Bs  µη-συσχετισµένο µε 
2As  δηλαδή 

διακυµαίνεται ανεξάρτητα από το
2As  (και από το 

1As  φυσικά). Άρα το 
γινόµενο 

21 BB ss  διακυµαίνεται ανεξάρτητα από το 
21 AA ss , δηλαδή 21,aa  

ανεξάρτητες. 
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1Bs  

1As  
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2Bs  

1r  
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1Bs  
2Bs  
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Εποµένως για να λάβουµε όσο το δυνατό πιο ανεξάρτητες µετρήσεις 
jiss , µε r  την µεταξύ τους απόσταση: 

 Επιλέγουµε spins ks  οµοιόµορφα στην έκταση του πλέγµατος µε 
ελάχιστη απόσταση 2ξ µεταξύ τους, 

 Για κάθε spin ks  µετράµε: horkkss ,  µε horks ,  να απέχει r σε 
οριζόντια διεύθυνση από το ks , και verkkss ,  µε verks ,  να απέχει r  
σε κάθετη διεύθυνση από το ks . 

 Υπολογίζουµε το µέσο όρο και το σφάλµα µε τη jackknife. 

Το σχήµα απεικονίζει τα παραπάνω: 

 
Σχήµα 3.4. Ενδεδειγµένος τρόπος λήψης µετρήσεων rjiss )(  από κατάσταση 

του συστήµατος, µε σκοπό τη µεγιστοποίηση της ανεξαρτησίας τους. 

Κατά τον τρόπο αυτό υπολογίσαµε την ssccf υπό τη διαφορά ότι 
χωρίζαµε το πλέγµα σε περιοχές τυπικής διάστασης µικρότερης από ξ2  
σε ορισµένες θερµοκρασίες, κρίνοντας ότι θα αποκοµίσουµε περισσότερη 
πληροφορία µε αρκετές συσχετισµένες µετρήσεις απ’ ότι µε λιγότερες 
ανεξάρτητες. 

3.4. Υπολογισµός µεγεθών 
Για να υπολογίσουµε µια σειρά από µεγέθη σε σύστηµα 2D 

τετραγωνικού πλέγµατος γραµµικής διάστασης Lκαι θερµοκρασίας β : 

I. Oρίζουµε αυθαίρετα στο σύστηµα µια αρχική κατάσταση και το 
αφήνουµε για αρκετό χρόνο να εξελιχθεί µέχρι να ισορροπήσει. 

II. Aνά τακτά χρονικά διαστήµατα παίρνουµε µετρήσεις των µεγεθών 
που επιθυµούµε. Αναφέρουµε τα µεγέθη αυτά: 

 Ενέργεια/δεσµό: 

 ∑
><

−=
ji

jiss
N

e
,2

1  (4) 

ξ2  

ks  
horks ,  
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verls ,  
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όπου <i,j> αναφέρεται σε γειτονικά spins που θα συνεισφέρουν ένα 
όρο στο άθροισµα, και 2LN =  οι βαθµοί ελευθερίας. Συνολικά οι 
δεσµοί είναι N2 , εξ’ ου και ο παρανοµαστής.  

 Μαγνήτιση/spin: 

 ∑=
i

is
N

m 1  (5) 

 Αποσυνδεδεµένη συνάρτηση συσχετισµού (dcf): 

 ∑=
rlk

lk
couplesof

ji ss
N

rss
),(_

1)(  (6) 

όπου rlk ),(  αναφέρεται σε πολλά διαφορετικά ζεύγη spins µε 
µεταξύ τους απόσταση r  και couplesofN _  το πλήθος τους.  

III. Υπολογίζουµε τους µέσους όρους που θα  αποτελέσουν και τις 
τελικές µας εκτιµήσεις. Ο µέσος όρος της dcf, είναι η ποσότητα 

>< jiss . Αφαιρώντας της )(2 >><=<>< ji ssm , παίρνουµε τη ssccf. 

IV. Με βάση τα παραπάνω αποτελέσµατα, υπολογίζουµε τα παράγωγα 
µεγέθη: 

 Ειδική θερµότητα/spin: 

 [ ]2224 ><−><= eec β  (7) 

 Μαγνητική επιδεκτικότητα/spin: 

 [ ]22 ><−><= mmβχ  (8) 

 Μήκος συσχετισµού: ∆ιαθέτουµε τρεις τρόπους υπολογισµού 
του, στους οποίους αφιερώνουµε την επόµενη παράγραφο. 

3.4.1. Μέθοδοι υπολογισµού του µήκους συσχετισµού ξ  

Το ξ  εξάγεται από τη ssccf στην εκάστοτε θερµοκρασία. Από την 
ακριβή λύση του µοντέλου γνωρίζουµε ότι συνδέονται µεταξύ τους ως: 

 η

ξ

+−

−

2~)( d

r

r
erG , 1<<t , r >>1  (9) 

κοντά στη Cβ , ενώ επί της Cβ : 

 η+−2

1~)( dr
rG     ,   r>>1 (10) 

διότι ∞=
→

ξ
ββ C

lim . 

Όπως φαίνεται, δεν είναι δυνατόν να έχουµε ∞→ξ  σε πεπερασµένων 
διαστάσεων σύστηµα, αλλά L≤ξ . Εποµένως ο τύπος (9) θα εφαρµόζεται 
σε όλη τη κρίσιµη περιοχή. Ο παραπάνω περιορισµός στην τιµή του ξ , 
είναι µια από τις πολλές συνέπειες που αντιµετωπίζουµε όταν 
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δουλεύουµε σε πεπερασµένα συστήµατα, που τις ονοµάζουµε finite size 
effects (fse). 

Η ssccf όπως τη µετρήσαµε για 4373.0,400 == βL  είναι: 
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∆ιάγραµµα 3.3. Συνάρτηση συσχετισµού συστήµατος µε L=400, β=0.4373 και 

περιοδικές συνοριακές συνθήκες. 

Παρατηρούµε ότι φθίνει ασυµπτωτικά στο διάστηµα ]
2

,0[ L , αλλά µετά 

ανέρχεται µε τροχιά κατοπτρικώς συµµετρική στην προηγούµενη στο 

διάστηµα ],
2

[ LL , που δεν το προβλέπει η (9). Η αιτία είναι ότι αν 

τοποθετήσουµε δύο σηµεία του πλέγµατος σε απόσταση 
2
Ld > , λόγω 

τοροϊδών σ.σ. θα έχουν πλησιάσει σε απόσταση 
2
LdL <− . Έτσι, κάθε 

µέτρηση )(dss ji  θα ταυτίζεται µε τη )( dLss ji − , που συνεπάγεται ότι 
)()( dLGdG −= *. Αυτή είναι µια από τις συνέπειες όταν εργαζόµαστε σε 

περιοδικά πλέγµατα, που τις ονοµάζουµε periodic boundary effects 
(pbe). Στο εξής λέγοντας fse, θα συµπεριλαµβάνουµε µαζί τα fse και τα 
pbe. Ας υπολογίσουµε τώρα το ξ . Οι τρόποι που θα εξετάσουµε είναι 
τρείς:    

                                       
* Η ισότητα ισχύει αν αθροίσουµε σε όλες τις καταστάσεις του συστήµατος, ειδάλλως τα 
µέλη θα είναι περίπου ίσα. 
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I. Απ’ ευθείας προσαρµογή καµπύλης (direct fitting): Προσαρµόζουµε τη 

βέλτιστη καµπύλη correction
rL

e
r

ecxf
rLr

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+=
−−−

η

ξ

η

ξ

)(
)(

/)(/

 τριών 

παραµέτρων c,,ηξ  και µιας παραµέτρου-διόρθωσης correction , σε 
όλα τα σηµεία της ssccf πλην του πρώτου )01)0(,0( ±== Gr (σταθερό 
σε όλες τις θερµοκρασίες), διότι δεν ανταποκρίνεται στην οριακή 
σχέση ∞=⇒

+→
)(lim)9(

0
rG

r
. Η προσθήκη της correction  παραβαίνει τον 

θεωρητικό φορµαλισµό αλλά βελτιώνει την προσαρµογή εξαλείφοντας 
ορισµένες συστηµατικές επιδράσεις (που δεν λαµβάνει υπ’ όψη η (9)). 
Π.χ. για τα σηµεία µας υπολογίζουµε 31.57=fitξ ± 1.23 . Το σφάλµα 
προέκυψε από τη µεταβολή της fitξ  για µικρές παραλλαγές του 
διαστήµατος προσαρµογής. 

II.  1
)1(~
)0(~

22 −=
G
GL

π
ξ  (πηγή [4]): (11) 

όπου )(~ kG  1,...,0, −= Lk  ο µετασχηµατισµός Fourier της )(rG . 

Στηρίζεται στην υπόθεση ξ
r

erG
−

~)(    ,  1<<t ,  r >>1 (12) 

για το άπειρο σύστηµα, οπότε στο πεπερασµένο µε περιοδικές σ.σ. 
προστίθεται ακόµα ένας όρος που εκφράζει την αλληλεπίδραση των 
spins από απόσταση L-r :       
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Το σφάλµα υπολογίζεται: 
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Για το παράδειγµά µας 49.073.252 ±=ξ  

III. 2/1
12/

1

12/

1

2

3 ][

∑

∑
−

−

= L

i

L

ii

G

Gr
ξ  (πηγή [5]):  (15) 

Επίσης στηρίζεται στην υπόθεση ξ/~)( rerG − , 1<<t , r >>1. Το 
σφάλµα δίνεται: 
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δξ  (16) 

Στο παράδειγµά µας 99.034.333 ±=ξ  
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4. ∆ΙΕΝΕΡΓΕΙΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΕΩΝ-
ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

4.1. Γενική διερεύνηση 
Σε πλέγµατα διαφόρων µεγεθών, για διάφορες θερµοκρασίες 

υπολογίσαµε τα µεγέθη χ,,, cme  (από 510  µη-ανεξάρτητες µετρήσεις των 
απαιτούµενων µεγεθών). Τα αποτελέσµατα παριστάνονται στα αντίστοιχα 
διαγράµµατα: 
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∆ιάγραµµα 4.1. Ενέργεια/δεσµό συναρτήσει της θερµοκρασίας, για διάφορα 

µεγέθη συστήµατος. 
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∆ιάγραµµα 4.2. Μαγνήτιση/spin συναρτήσει της θερµοκρασίας, για διάφορα 

µεγέθη συστήµατος. 
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∆ιάγραµµα 4.3. Ειδική θερµότητα/spin συναρτήσει της θερµοκρασίας, για 

διάφορα µεγέθη συστήµατος. 
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∆ιάγραµµα 4.4. Μαγνητική Επιδεκτικότητα/spin συναρτήσει της 

θερµοκρασίας, για διάφορα µεγέθη συστήµατος. 

Τα συναγόµενα συµπεράσµατα είναι πολλά: 

 Οι καµπύλες όλων των διαγραµµάτων τείνουν να αποκτήσουν τη 
µορφή της αντίστοιχης γι’ αυτές ιδανικής καµπύλης του απείρου 
συστήµατος, καθώς αυξάνουµε το µέγεθός του 
 (Σχήµα 1.1-Σχήµα 1.4). Στην περιοχή θερµοκρασιών (0.42,0.47), 
η e  και η παράµετρος τάξης m , κλίνουν όλο και πιο πολύ 
προσεγγίζοντας την άπειρη κλίση της αντίστοιχης τους ιδανικής 
καµπύλης. Οι c,χ  στενεύουν σχηµατίζοντας περισσότερο οξείες 
κορυφές που τείνουν να αποκλίνουν στο άπειρο. 

 Οι θέσεις των κορυφών των c,χ  εξαρτώνται από το µέγεθος του 
συστήµατος, µετατοπιζόµενες προς τα δεξιά για ολοένα µεγαλύτερο 
µέγεθος, τείνοντας να σταθεροποιηθούν σε µια συγκεκριµένη 
θερµοκρασία στην περιοχή ,440.0( )441.0 . 

 Οι θέσεις των κορυφών των c,χ  τείνουν να συµπέσουν για ολοένα 
µεγαλύτερο µέγεθος του συστήµατος, κάτι που συµβαίνει στο 
άπειρο σύστηµα όπου οι αντίστοιχες καµπύλες αποκλίνουν στην 
ίδια θερµοκρασία. 

 Για κάθε διάγραµµα, µακριά από την περιοχή θερµοκρασιών 
,3.0( )5.0 , οι καµπύλες για όλα τα µεγέθη συστήµατος 

συµπίπτουν. Συµβαίνει διότι τότε η εµβέλεια των συσχετισµών 
είναι πολύ µικρότερη από τη διάσταση του πλέγµατος ώστε να 
εξαλείφεται η συστηµατική επίδραση από το πεπερασµένο του 
µεγέθους του. Εποµένως κάθε spin θα λαµβάνει τιµές απείρου 
συστήµατος όπως και οι τιµές των µετρούµενων µεγεθών. 
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 Η αβεβαιότητα στην υπολογισθείσα τιµή κάθε µεγέθους σε 
δεδοµένη θερµοκρασία, φθίνει για αυξανόµενο µέγεθος 
συστήµατος όπως περιµέναµε από τη θερµοδυναµική ανάλυση 
(κεφ. 1.1 τύπος (8)). 

Σε πλέγµατα διαφόρων µεγεθών, σε διάφορες θερµοκρασίες 
µετρήσαµε το µήκος συσχετισµού µε τους διαφορετικούς τρόπους 

32,, ξξξ fit  (από 510  µη-ανεξάρτητες µετρήσεις).. Τα αποτελέσµατα 
παριστάνονται στα αντίστοιχα διαγράµµατα: 
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∆ιάγραµµα 4.5. Μήκος Συσχετισµού fitξ  συναρτήσει της θερµοκρασίας, για 

διάφορα µεγέθη συστήµατος. 
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∆ιάγραµµα 4.6. Μήκος Συσχετισµού 2ξ  συναρτήσει της θερµοκρασίας, για 

διάφορα µεγέθη συστήµατος. 
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∆ιάγραµµα 4.7. Μήκος Συσχετισµού 3ξ  συναρτήσει της θερµοκρασίας, για 

διάφορα µεγέθη συστήµατος. 

Μπορούµε να συνάγουµε συµπεράσµατα τόσο για τη συµπεριφορά 
του συστήµατός όσο και για τη λειτουργικότητα των ορισµών του ξ : 

 Για κάθε διάγραµµα, αυξανοµένου του µεγέθους συστήµατος, οι 
καµπύλες τείνουν να στενεύουν σχηµατίζοντας περισσότερο οξείες 
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κορυφές που τείνουν να αποκλίνουν. Οι θέσεις των κορυφών 
εξαρτώνται από το µέγεθος του συστήµατος, µετατοπιζόµενες προς 
τα δεξιά για ολοένα µεγαλύτερο µέγεθος, τείνοντας να 
σταθεροποιηθούν σε µια συγκεκριµένη θερµοκρασία στην περιοχή 

,438.0( )442.0 . 

 Μακριά από την περιοχή  ,438.0( )442.0 , οι καµπύλες για όλα τα 
µεγέθη συστήµατος ταυτίζονται στο διάγραµµα ( fitξ vs β ). Το 
αναµέναµε διότι όπως περιγράψαµε πιο πάνω, στις περιοχές 
µακριά από την κεντρική τα fse σβήνουν και τα spins 
συµπεριφέρονται σα να βρίσκονταν σε άπειρο σύστηµα. Κατ’ 
επέκταση τα σχηµατιζόµενα σµήνη θα διαµορφώνονται όπως στο 
άπειρο σύστηµα, οµοίως και η (µικρή) τιµή της τυπικής τους 
ακτίνας .ξ  Όµως στα ( 2ξ vs β ) και ( 3ξ vs β ), ταύτιση έχουµε µόνο 
στην άνω της ,438.0( )442.0  περιοχή. Στην περιοχή κάτω από την 

,438.0( )442.0 το ξ  φθίνει µε διαφορετική τροχιά για κάθε µέγεθος 
συστήµατος.  

 Οι θέσεις των κορυφών στα διαγράµµατα ( fitξ vs β ) και ( χ vs β ) για 
δεδοµένο L , σχεδόν ταυτίζονται. Αυτό αναµέναµε, διότι η 
µαγνητική επιδεκτικότητα είναι ανάλογη των διακυµάνσεων στη 
µαγνήτιση, οι οποίες συναρτώνται θετικά µε το µέγεθος των 
σµηνών. ∆εν συµβαίνει το ίδιο και για τα µήκη 32,ξξ , που παρά 
ταύτα έχουν µεταξύ τους κοινές θέσεις µεγίστων (πίνακας Ι).  

L  )(0 fitξβ  )( 20 ξβ  )( 30 ξβ  )(0 χβ  

100 0.4369± 0.0005 0.4385± 0.0007 0.4385± 0.0007 0.4368± 0.0004 
200 0.4386± 0.0004 0.4396± 0.0004 0.4396± 0.0004 0.4388± 0.0003 
400 0.4397± 0.0003 0.4401± 0.0002 0.4403± 0.0003 0.4397± 0.0001 
800 0.4401± 0.0001 0.4404± 0.0001 0.4404± 0.0001 0.4402± 0.0001 
1600 0.4404± 0.0001 0.4406± 0.0001 0.4406± 0.0001 0.4404± 0.0001 
Πίνακας 4.1: Θερµοκρασίες µεγιστοποίησης των χξξξ ,,, 32fit για διαφορετικά 

µεγέθη συστήµατος. 

Βλέπουµε ότι ο ορισµός fitξξ = του µήκους συσχετισµού, είναι 
συνεπής µε τη γενική θεωρητική του εικόνα σε όλο το εύρος 
θερµοκρασιών. Οι ορισµοί 32,ξξ  παρουσιάζουν παρόµοια συµπεριφορά 
που είναι συνεπής για θερµοκρασίες µακριά-πάνω από την κεντρική 
περιοχή, µακριά-κάτω είναι µη αποδεκτή, ενώ στην κεντρική περιοχή 
δείχνει να βελτιώνεται για αυξανόµενο µέγεθος συστήµατος L . 

4.1.1. Προσδιορισµός Κρίσιµης Θερµοκρασίας 
Αναφέραµε ότι η κορυφή της χ  µετατοπίζεται δεξιά αυξανοµένου 

µεγέθους συστήµατος, και σταθεροποιείται σε συγκεκριµένη θέση που 
την αναγνωρίζουµε ως την κρίσιµη θερµοκρασία Cβ . Με βάση τη 
συµπεριφορά αυτή µπορούµε να εκτιµήσουµε τη Cβ . 
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∆εδοµένου ότι στην κρίσιµη περιοχή ισχύει: 

 
v

C

C
−

−
β

ββ
ξ ~  (1) 

και κάνοντας την εύλογη υπόθεση: 

  L~ξ  για 0ββ =   (2) 

όπου )(0 Lβ  η θερµοκρασία για την οποία ),()( 0max ββχχ == LL , 
καταλήγουµε στην εξής σχέση: 

 CL βαβ ν +=
−
1

0  (3) 

∆ανειζόµενοι την τιµή 1=ν  από την ακριβή λύση του µοντέλου η 
προηγούµενη γίνεται: 

 CL βαβ += −1
0  (4) 

Από το ∆ιάγραµµα 4.4, εντοπίζουµε τις θερµοκρασίες )(0 Lβ  και 
παριστάνουµε τα αποτελέσµατα σε διάγραµµα 0β  vs 1−L  : 

 0.436

 0.4365

 0.437

 0.4375

 0.438

 0.4385

 0.439

 0.4395

 0.44

 0.4405

 0.441

 0  0.002  0.004  0.006  0.008  0.01

b
0

1/L  
∆ιάγραµµα 4.8. Θερµοκρασίες µεγίστων Μαγνητικής Επιδεκτικότητας 

συναρτήσει αντιστρόφου Μεγέθους Συστήµατος. 

Εφαρµόζουµε γραµµική προσαρµογή που µας δίνει: 
==

∞→ CL
ββ0lim 0.4407 0001.0± . Η τιµή αυτή ταυτίζεται µε την 

προβλεπόµενη από την αναλυτική λύση του µοντέλου (2D-Ising 
τετραγωνικής συµµετρίας): 
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 1440686793.0
2

)21ln( −⋅=
+

= J
JCβ   (5)

  

Αναλόγως θα µπορούσαµε να εργαστούµε και µε την ειδική 
θερµότητα c  η το µήκος συσχετισµού ξ . Οι προσεγγιστικές µέθοδοι 
υπολογισµού της Cβ  ποικίλουν, µε δηµοφιλέστερη εκείνη που 
χρησιµοποιεί τον όρο Binder (Binder Cumulant) (πηγή [5]). 
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4.2. Υπολογισµός Κρίσιµων Εκθετών στο πρότυπο 2D-
Ising 

Έχουµε αναφέρει ότι στην κρίσιµη περιοχή τα διάφορα µεγέθη 
συµπεριφέρονται ως: 

 βtm ~  , Cββ >  (6) 

 γχ −t~  (7) 

 tc ln~  (8) 

 vt −~ξ  (9) 

 η

ξ

+−

−

2~)( d

r

r
erG , 1<<t , r >>1 (10) 

όπου 
C

Ct
β

ββ −
=  η ανηγµένη θερµοκρασία (reduced temperature) και 

ηνγβ ,,,  οι κρίσιµοι εκθέτες, που έχουν τιµές για το 2D-Ising: 

Τιµή εκθέτη Φυσική 
Ποσότητα 

Κρίσιµος 
Εκθέτης d=2 

(αναλυτικά) 
d=3 

(προσεγγιστικά) 
Ειδική 

Θερµότητα α - 0.104± 0.003 

Μαγνητική 
Επιδεκτικότητα γ 7/4 1.2385± 0.0015 

Μαγνήτιση β 1/8 0.325 
Μήκος 

συσχετισµού ν 1 0.632± 0.001± 0.025 

Συνάρτηση 
Συσχετισµού η 1/4 0.039± 0.004 

Πίνακας 4.2. Κρίσιµοι εκθέτες σε συστήµατα 2D και 3D Ising (πηγή [6]). 

Για να αναπαράγει κανείς τα αποτελέσµατα αυτά, η να εξάγει 
αντίστοιχα σε κάποιο άγνωστο µοντέλο, οι βασικές υποψήφιοι 
υπολογιστικές µέθοδοι που θα χρησιµοποιήσει είναι τρεις: απ’ ευθείας 
προσαρµογή καµπύλης, κλιµάκωση του µεγέθους συστήµατος (finite size 
scaling ή FSE) και επανακανονικοποίηση οµάδας (renormalization 
group). Η σειρά που αναφέρθηκαν είναι κατ’ αύξουσα 
αποτελεσµατικότητα σε υλοποίηση, και πολυπλοκότητα σε συλλογιστική 
βάση. 

Εµείς χρησιµοποιούµε τις πρώτες δύο µεθόδους. 

4.2.1. Μέθοδος Απ’ ευθείας Προσαρµογής Καµπύλης 
Είναι η πιο αυτονόητη: µετρούµε τα µεγέθη σε διάφορες 

θερµοκρασίες, συγκεντρώνουµε τα αποτελέσµατα για κάθε µέγεθος σε 
διάγραµµα και πραγµατοποιούµε προσαρµογή καµπύλης εκεί που 
διακρίνουµε εκθετική συµπεριφορά, η καλύτερα, µετατρέπουµε σε 
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λογαριθµικούς τους άξονες και κάνουµε γραµµική προσαρµογή όπου 
παρατηρούµε γραµµική συµπεριφορά.  

a. Εκθέτης Μαγνήτισης β : 

Ορίζεται για Cββ >  όπου το σύστηµα φέρει µη-µηδενική µαγνήτιση. 
Στο πεπερασµένο σύστηµα η Cβ  υποκαθίσταται από τη )(0 Lβ  (τη 
θερµοκρασία µεγιστοποίησης του χ  (ή ξ )), διότι σε αυτήν µιµείται 
πιστότερα τη συµπεριφορά του απείρου συστήµατος επί τη κρίσιµη 
θερµοκρασία. Παράγουµε το διάγραµµα: 
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∆ιάγραµµα 4.9. Γραµµική προσαρµογή για τον προσδιορισµό του εκθέτη β της 

Μαγνήτισης. 

Παρατηρούµε πως για αυξανόµενο L , στην περιοχή 1.0ln <t  οι 
καµπύλες µειώνουν την κυρτότητά τους τείνοντας να διατάξουν τα 
σηµεία τους σε µια ευθεία. Η ευθεία αυτή αναδύεται ανάµεσα στην 
περιοχή όπου τα fse σταδιακά εξαλείφονται (αριστερά), και τη µη-
γραµµική περιοχή (δεξιά) όπου το άπειρο σύστηµα απλώς δεν έχει 
εκθετική συµπεριφορά, και επεκτείνεται εις βάρος της πρώτης. Για 
να την οριοθετήσουµε: 

o παίρνουµε την περιοχή σύµπτωσης τουλάχιστο δύο καµπυλών, 

o προσδιορίζουµε τη γραµµική της υποπεριοχή µε το µάτι, είτε µε 
διαδοχικές προσαρµογές έως ότου εντοπίσουµε περιοχή σταθερής 
κλίσης,  

o µετρούµε την κλίση της γραµµικής (υπό)περιοχής µε προσαρµογή, 

o από την καµπύλη µε το µεγαλύτερο L , λαµβάνουµε το επόµενο 
σηµείο µόλις έξω από τη γραµµική περιοχή και µετρούµε πάλι την 
κλίση µε προσαρµογή 
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o αν οι δύο κλίσεις έχουν µικρή διαφορά εξετάζουµε το επόµενο 
σηµείο για συµπερίληψη ειδάλλως σταµατάµε και κατοχυρώνουµε 
την προτελευταία κλίση. 

o Προσδιορίζουµε το σφάλµα εξετάζοντας τη µεταβολή την κλίσης 
µας για µικρές παραλλαγές στο διάστηµα προσαρµογής. 

Υπολογίσαµε 0045.01208.0_ ±=fitdirβ  που απέχει 3.4% από τη 
θεωρητική τιµή 125.0=β .  

b. Εκθέτης Μαγνητικής επιδεκτικότητας γ : 

Θα υπολογιστεί δύο φορές, για τις περιοχές άνω και κάτω από 
τη )(0 Lβ .  

Για )(0 Lββ > : 
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∆ιάγραµµα 4.10. Γραµµική προσαρµογή για τον προσδιορισµό του εκθέτη γ της 

Μαγνητικής Επιδεκτικότητας, στην περιοχή )(0 Lββ > . 

Υπολογίσαµε 034.0803.1_ ±=fitdirγ  που απέχει 3.0% από τη 
θεωρητική τιµή 75.1=γ . 
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Για )(0 Lββ < : 
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∆ιάγραµµα 4.11. Γραµµική προσαρµογή για τον προσδιορισµό του εκθέτη γ της 

Μαγνητικής Επιδεκτικότητας, στην περιοχή )(0 Lββ < . 

Υπολογίσαµε 049.0805.1_ ±=fitdirγ  που απέχει 3.1% από τη 
θεωρητική τιµή. 

c. Εκθέτης Μήκους Συσχετισµού v : 

Θα υπολογιστεί µε βάση τους τρεις τρόπους: 

o fitξξ = : 
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Για )(0 Lββ > : 
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∆ιάγραµµα 4.12. Γραµµική προσαρµογή για τον προσδιορισµό του εκθέτη v του 

Μήκους Συσχετισµού fitξ , στην περιοχή )(0 Lββ > .  

Υπολογίσαµε 10.089.0 ±=fitv  που αποκλίνει 11.2% της 
θεωρητικής τιµής 1=v .  
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Για )(0 Lββ < : 
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∆ιάγραµµα 4.13. Γραµµική προσαρµογή για τον προσδιορισµό του εκθέτη v του 

Μήκους Συσχετισµού fitξ , στην περιοχή )(0 Lββ < . 

Υπολογίσαµε 017.0935.0 ±=fitv  που αποκλίνει 6.5% της 
θεωρητικής τιµής. 

o 2ξξ = : 
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Για )(0 Lββ > : 
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∆ιάγραµµα 4.14. Γραµµική προσαρµογή για τον προσδιορισµό του εκθέτη v του 

Μήκους Συσχετισµού 2ξ , στην περιοχή )(0 Lββ > . 

Παρατηρούµε ότι για κάθε καµπύλη, κατευθυνόµενοι επί της 
γραµµικής περιοχής προς µεγαλύτερο t  (δηλαδή µικρότερο ξ ), τα 
σηµεία τείνουν να αποκλίνουν από την ευθύγραµµη διάταξή µε 
ταυτόχρονη αύξηση του σφάλµατος τους. Οφείλεται στην 
αυξανόµενη ευαισθησία των αντίστοιχων τύπων σε µικρές 
αποκλίσεις της ssccf από την πραγµατική της τιµή, που είναι 
µοιραίο να υπάρχουν από το περιορισµένο στατιστικό δείγµα µας. 
Αυτός είναι και ο λόγος που απορρίψαµε µετρήσεις για µεγάλα t .  

Υπολογίσαµε την κλίση για κάθε καµπύλη, και µια ακόµα από την 
υπέρθεση των τριών καµπυλών για 200,400,800=L  (η τελευταία 
απεικονίζεται στο σχήµα ως ευθεία γραµµή). Τα αποτελέσµατα 
συγκεντρώθηκαν στον επόµενο πίνακα: 

L  22 vv δ±  
Απόκλιση από θεωρητική 

τιµή 1=v  
100 1.398 ±  0.064 39.8% 
200 1.057 ±  0.070 5.7% 
400 1.063 ±  0.053 6.3% 
800 1.002 ±  0.082 0.2% 

200 & 400 & 800 0.991 ±  0.014 0.9% 
Πίνακας 4.3. Εκτιµήσεις για τον κρίσιµο εκθέτη v από προσαρµογές στα 
δεδοµένα 2lnξ  vs tln . 
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Στην τελευταία προσαρµογή δεν συµπεριλάβαµε την 100=L , διότι 
δε συνεχίζει οµαλά την ευθύγραµµη τροχιά των σηµείων (φαίνεται 
και από τη διαφοροποίηση της κλίσης της (Πίνακας 4.3)). Ίσως ο 
συγκεκριµένος ορισµός 2ξξ = , να είναι ιδιαίτερα ευαίσθητος στα 
fse τα οποία εντείνονται σε µικρότερα συστήµατα. 

Για )(0 Lββ < : 
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∆ιάγραµµα 4.15. Απουσία κατάλληλης περιοχής για προσαρµογή στα δεδοµένα       

2lnξ  vs tln  στην περιοχή )(0 Lββ <  . 

∆ε διακρίνεται σύµπτωση καµπυλών, ούτε γραµµική συµπεριφορά. 
Ενδεχοµένως να ευθύνονται τα fse, αν όχι ο ίδιος ο ορισµός 

2ξξ = . 
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o 3ξξ = : 

Για )(0 Lββ > : 
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∆ιάγραµµα 4.16. Γραµµική προσαρµογή για τον προσδιορισµό του εκθέτη v του 

Μήκους Συσχετισµού 3ξ , στην περιοχή )(0 Lββ > . 

Όπως και πριν, όσο κατευθυνόµαστε σε µικρότερα ξ  (στη 
γραµµική περιοχή), τόσο χαλάει η γραµµικότητα και το σφάλµα 
αυξάνεται. Σε σύγκριση µε τον προηγούµενο ορισµό ( 2ξξ = ), τα 
ανεπιθύµητα φαινόµενα είναι εντονότερα εδώ, γι’ αυτό και 
θεωρούµε τον παρόντα ορισµό λιγότερο λειτουργικό. Τα 
αποτελέσµατα για κάθε σειρά µετρήσεων, και την υπέρθεσή τους 
περιέχονται στον πίνακα: 

 

L  22 vv δ±  
Απόκλιση από θεωρητική 

τιµή 1=v  
100 1.048± 0.063 4.8% 
200 0.93± 0.13 7.4% 
400 0.976± 0.060 2.4% 
800 0.901± 0.091 9.9% 

100 & 200 & 400 & 800 0.924± 0.010 7.6% 
Πίνακας 4.4. Εκτιµήσεις για τον κρίσιµο εκθέτη v από προσαρµογές στα 

δεδοµένα 3lnξ  vs tln . 
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Για )(0 Lββ < : 
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∆ιάγραµµα 4.17. Απουσία κατάλληλης περιοχής για προσαρµογή στα δεδοµένα       

3lnξ  vs tln  στην περιοχή )(0 Lββ <  . 

Όπως και προηγουµένως δε διακρίνεται σύµπτωση καµπυλών ούτε 
γραµµική συµπεριφορά. Ενδεχοµένως να ευθύνονται τα fse, αν όχι ο 
ίδιος ο ορισµός. 

d. Εκθέτης συνάρτησης συσχετισµού η : 

Αναφέραµε ότι ορίζεται στην εξίσωση: 

 η

ξ

+−

−

2~)( d

r

r
erG , 1<<t , r >>1 (11) 

Λαµβάνοντας υπ’ όψη και την περιοδικότητα του πλέγµατος, 
προσαρµόζουµε στην ssccf σε θερµοκρασία )(0 Lβ  την καµπύλη: 

 correction
rL

e
r

ecxf
rLr

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+=
−−−

η

ξ

η

ξ

)(
)(

/)(/

 (12) 

Η βέλτιστη τιµή της παραµέτρου η , θα είναι και η εκτίµησή µας για 
τον εκθέτη. 

Χρησιµοποιούµε την ssccf για 4404.0)1600(,1600 0 === ββL . 
Συµπεριλαµβάνουµε όλα τα σηµεία στο διάστηµα προσαρµογής 
(πλην του )01,0( 11 ±== Gr  διότι δεν ανταποκρίνεται στην 
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πραγµατική συµπεριφορά). Υπολογίζουµε 0002.03011.0 ±=η  που 
αποκλίνει κατά 20.4% από την πραγµατική τιµή. 

Υπενθυµίζουµε πως για το άπειρο σύστηµα, η (11) ισχύει υπό την 
προϋπόθεση r >>1. Για µας θα σήµαινε να µη συµπεριλάβουµε 
σηµεία µε µικρό .r  Έχοντας το κατά νου πραγµατοποιήσαµε 
πολλαπλές προσαρµογές σε διαφορετικά διαστήµατα. Τα 
αποτελέσµατα δείχνονται στο γράφηµα: 
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∆ιάγραµµα 4.18. Εκτιµήσεις του εκθέτη η από πολλαπλές προσαρµογές στην 

ssccf για σύστηµα µε L=1600, β=0.4404. 

Πως διαβάζεται: Έστω σηµείο µιας από τις καµπύλες. Η τετµηµένη 
του είναι κοινή µε του πρώτου (µε το µικρότερο r ) από τα σηµεία της 
ssccf στα οποία εφαρµόζουµε την προσαρµογή. Η φέρουσα καµπύλη 
αντιστοιχεί σε σταθερό αριθµό διαδοχικών σηµείων προσαρµογής, 
όσων αναγράφει η ταµπέλα της. Εποµένως αν βρισκόµαστε στην 
καµπύλη =N spoofN int_ στο σηµείο µε τετµηµένη r , η προσαρµογή 
γίνεται στο διάστηµα [ ]1, int_ −+ spoofNxx  της ssccf και έχει 
αποτέλεσµα, την τεταγµένη του σηµείου*. 

Παρατηρούµε, όχι µόνο δε βελτιώνεται η υπολογισµένη τιµή του ,η  
αλλά αποκλίνει περεταίρω από την αντίστοιχη θεωρητική, για µια 
ευρεία περιοχή ισχύος του συναρτησιακού παράγοντα πτώσης 
εκθετικής δύναµης. Από την αδυναµία να προσδιορίσουµε το η  µε 
σχετική ακρίβεια, θα µας απαλλάξει σε λίγο η µέθοδος FSS. 

                                       
* στην πραγµατικότητα τα διαστήµατα προσαρµογής είναι δύο, τα [ ]1, int_ −+ spoofNxx  , 

[ ]xLNxL spoof −−+− ),1( int_  στα οποία η ssccf είναι κατοπτρικά συµµετρική (εξίσωση 
(8) ) 
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4.2.2. Μέθοδος Κλιµάκωσης Μεγέθους Συστήµατος (FSS) 
Σε αντίθεση µε τη µέθοδο απευθείας προσαρµογής, η FSS 

επικεντρώνεται στα φαινόµενα της κρίσιµης περιοχής όπου δρουν έντονα 
τα fse. Έστω µέγεθος a  που συµπεριφέρεται στην κρίσιµη περιοχή ως: 

 bta ~  (13) 

όπου b ο κρίσιµος εκθέτης του. ∆εδοµένου ότι: 

 vt −~ξ  (14) 

έχουµε: 

 ⎯⎯ →⎯ )10()9(  v
b

a
−

ξ~  (15) 

Σε πεπερασµένο σύστηµα όµως το ξ  δεν αποκλίνει στο άπειρο, 
συµπεριφέρεται αναλυτικά αποκτώντας µέγιστη τιµή σε θερµοκρασία 

CL ββ <)(0  διαµορφώνοντας ανάλογα και τη συµπεριφορά του a . Η FSS 
εκφράζει τη συµπεριφορά αυτή ως: 

 v
b

finitea
−

= ξ )(0 ξ
La  (16) 

όπου )(0 xa  αδιάστατη συνάρτηση µε την ιδιότητα: 

 v
b

xxa
−

~)(0   για 0→x  (17) 

δηλαδή: 

 v
b

finite La
−

~   για 0/ →ξL  (όταν Cββ → ) (18) 

που βασίζεται στη θεµελιώδη παραδοχή της FSS: 

 L~ξ   για Cββ =  (19) 

Η (16) δεν είναι εύχρηστη διότι δε γνωρίζουµε το )(βξ . Την 
τροποποιούµε ως εξής: 

 finitea =
v
b

v
b LL ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−

ξ
)(0 ξ

La )(~
0 ξ

LaL v
b

−
≡  (20) 

Η συνάρτηση )(~
0 xa  ονοµάζεται συνάρτηση κλιµάκωσης (scaling 

function). 

Οι σχέσεις (18) και (20) θα αξιοποιηθούν για τον υπολογισµό 
κρίσιµων εκθετών. 
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a. Σχέση (18): 
o Εξάγουµε αντίστοιχη σχέση για τη Μαγνήτιση: 

 v
fin Lm

β
−

~ , += Cββ  (21) 

Μπορούµε να κάνουµε προσαρµογή εκθετικής συνάρτησης, η 
καλύτερα να πραγµατοποιήσουµε γραµµική προσαρµογή στη 
λογαριθµική εκδοχή της (21) όπως φαίνεται παρακάτω: 
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∆ιάγραµµα 4.19. FSS στη Μαγνήτιση στην Κρίσιµη Θερµοκρασία. 

Υπολογίσαµε =
v
β 0.1223 0009.0±  που αποκλίνει 2.2% της 

θεωρητικής τιµής =
v
β 0.125. 

o Για τη Μαγνητική Επιδεκτικότητα: 

 v
fin L

γ

χ ~ , Cββ =  (22) 
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∆ιάγραµµα 4.20. FSS στη Μαγνητική Επιδεκτικότητα στην Κρίσιµη 

Θερµοκρασία. 

Υπολογίσαµε 0042.07309.1 ±=
v
γ  που αποκλίνει 1.1% της 

θεωρητικής τιµής 75.1=
v
γ . 

o Για το Mήκος Συσχετισµού: 

 1~ Lfinξ , Cββ =  (23) 

Εκθέτουµε διαγράµµατα και αποτελέσµατα για τους τρεις ορισµούς: 
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∆ιάγραµµα 4.21. FSS στο Μήκος Συσχετισµού fitξ  στην Κρίσιµη Θερµοκρασία. 
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∆ιάγραµµα 4.22. FSS στο Μήκος Συσχετισµού 2ξ  στην Κρίσιµη Θερµοκρασία. 



 55

 10

 100

 1000

 10  100  1000  10000

x
3

L  
∆ιάγραµµα 4.23. FSS στο Μήκος Συσχετισµού 3ξ  στην Κρίσιµη Θερµοκρασία. 

Ορισµός ξ  Τιµή Εκθέτη β’ µέλους Απόκλιση από 
θεωρητική τιµή 1 

fitξ  0.853± 0.044 14.7 % 

2ξ  0.9954± 0.0030 0.5% 

3ξ  0.9798± 0.0035 2.0% 
Πίνακας 4.5. Εκτιµήσεις για τον κρίσιµο εκθέτη v, από διενέργεια FSS στο 

Μήκος Συσχετισµού για τους τρεις ορισµούς του. 

b. Σχέση (20): 
o Για τη Μαγνήτιση η αντίστοιχη σχέση είναι: 

 )(~
0 ξ

β LmLm v
fin =⋅ ,  Cββ >  (τότε ορίζεται ο εκθέτηςβ ) (24) 

ή 

 )(~)10(
1

0 tLmLm vv
fin ⋅=⋅→

β

,  Cββ >  (25) 

Παράγουµε σειρές µετρήσεων ( v
L Ltm

β

⋅)( , tLv ⋅
1

) για ορισµένα 
µεγέθη συστήµατος, σε διάφορες θερµοκρασίες στην κρίσιµη 
περιοχή. Η )(~

0 xm  είναι ανεξάρτητη µεγέθους συστήµατος, 
εποµένως οι σειρές µετρήσεων θα την αναπαράγουν σε µια κοινή 
καµπύλη. Αυτό είναι το κριτήριό µας για να αποφανθούµε αν το 
ζεύγος εκθετών ( β,v ) που διαλέξαµε είναι το σωστό, η πρέπει να 
διαλέξουµε άλλο ώστε να συµπίπτουν οι σειρές µετρήσεων.  

Έχουµε: 
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∆ιάγραµµα 4.24. Συνάρτηση Κλιµάκωσης )(~

0 tm  για τη Μαγνήτιση, όπως την 
αποτυπώνουν οι συµπίπτουσες καµπύλες κλιµακούµενης Μαγνήτισης.  

Υπολογίσαµε 002.0999.0 ±=v  µε απόκλιση 0.1% από τη 
θεωρητική τιµή 1=v , και 002.0122.0 ±=β  µε απόκλιση 2.4%. 
από τη θεωρητική 125.0=β . 

Η βέλτιστη τιµή των ( β,v ) προέκυψε από την ελαχιστοποίηση της 
απόκλισης: 

 ∑ ∑ ∑
=

≠
= =

−
=

setsof setsof
i

spoofn

i

n

ij
j

n

k i
k

j
erpk

i
k

dofof y

yy
n

chi
_ _

)(
int_

1 1 1
2)(

2)(
int,

)(

_

2 )(1

δ
 (26) 

όπου dofofn _  το πλήθος των σηµείων που συνθέτουν την καµπύλη 
στην περιοχή σύµπτωσης, setsofn _  το πλήθος των σειρών 

µετρήσεων, )(
int_

i
spoofn  το πλήθος των µετρήσεων εντός του 

διαστήµατος σύµπτωσης του −i οστού σέτ, )()( i
k

i
k yy δ±  η µετρούµενη 

τιµή για )(i
ktt =  προερχόµενη από το −i οστό σετ µετρήσεων, και 

)(
int,

j
erpky  η υπολογισµένη µε παρεµβολή (κυβική splines) τιµή για 
)(i

ktt =  µε βάση το −j οστό σετ µετρήσεων. 

Το διάστηµα σύµπτωσης επιλέχθηκε στενό γύρω από την Cβ  ώστε 
η προσέγγιση (25) να είναι εγκυρότερη, αλλά και αρκετά ευρύ ώστε 
να συµπεριλάβουµε αρκετή διαθέσιµη στατιστική πληροφορία από 
τα σηµεία µας. Το σφάλµα προσδιορίστηκε µε σύγκριση των 
µετρούµενων τιµών των µεγεθών για µικρές παραλλαγές του 
διαστήµατος σύµπτωσης . 
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o Για τη Μαγνητική Επιδεκτικότητα έχουµε: 

 )(~)16(
1

0 tLL vv
fin ⋅=⋅→

−
χχ

γ

 (27) 

Το διάγραµµα σύµπτωσης: 
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∆ιάγραµµα 4.25. Συνάρτηση Κλιµάκωσης )(~

0 tχ  για τη Μαγνητική 
Επιδεκτικότητα. 

Υπολογίσαµε 001.0006.1 ±=v  µε απόκλιση 0.6% από τη θεωρία 
και 002.0760.1 ±=γ  µε απόκλιση 0.6% από τη θεωρητική τιµή 

75.1=γ . 

 
o  Για το Μήκος Συσχετισµού: 

 )(~ 1

0
1 tLL v

fin ⋅=⋅ − ξξ   (28) 

Εκθέτουµε διαγράµµατα και αποτελέσµατα για τους τρεις ορισµούς: 
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∆ιάγραµµα 4.26. Συνάρτηση Κλιµάκωσης )(~ tfitξ  για τη Μήκος Συσχετισµού fitξ . 
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∆ιάγραµµα 4.27. Συνάρτηση Κλιµάκωσης )(~

2 tξ  για τη Μήκος Συσχετισµού 2ξ . 
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∆ιάγραµµα 4.28. Συνάρτηση Κλιµάκωσης )(~

3 tξ  για τη Μήκος Συσχετισµού 3ξ . 

Ορισµός 
ξ  Τιµή εκθέτη v 

Απόκλιση από 
Θεωρητική 
τιµή 1=v  

Τιµή Εκθέτη α’ 
µέλους της (28) 

Απόκλιση από 
θεωρητική τιµή 

-1 

fitξ  1.072± 0.001 7.2% -0.940± 0.001 6.0% 

2ξ  1.003± 0.001 0.3% -0.997± 0.001 0.3% 

3ξ  1.002± 0.007 0.2% -0.983± 0.007 1.7% 
Πίνακας 4.6. Εκτιµήσεις κρίσιµου εκθέτη v και εκθέτη α’ µέλους της (28), ώς 

βέλτιστες τιµές για τη σύµπτωση των καµπυλών κλιµακούµενου Μήκους 
Συσχετισµού. 

Συνάρτηση κλιµάκωσης κατασκευάζεται και για τη Συνάρτηση 
Συσχετισµού στη θερµοκρασία Cββ =  (πηγή [3]): 

 )(~)()( 1)15( rLG

L
r

ecLrG
L

L
r
ec

r
ecrG

L
rA

fin

L
L
rr

fin ⋅≡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⋅⎯⎯ →⎯

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

== −

−−−

η
η

η
η

ξ

η

ξ

 (29) 

όπου A  η σταθερά αναλογίας ανάµεσα στα ξ,L . Η συνάρτηση )(~ xG  είναι 
ανεξάρτητη µεγέθους συστήµατος, εποµένως σειρές µετρήσεων 

),),(( 1 rLLrLGL ⋅⋅ −η  για διαφορετικά µεγέθη θα την αναπαράγουν σε µια 
κοινή καµπύλη, που συµβαίνει µόνο για το σωστό ζεύγος τιµών εκθέτη η  
και εκθέτη του παράγοντα του r  στο τελευταίο µέλος της (29) (όπου έχει 
τιµή -1). 
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∆ιάγραµµα 4.29. Συνάρτηση Κλιµάκωσης )(~

0 rG  για τη Συνάρτηση Συσχετισµού, 
όπως την αποτυπώνουν οι συµπίπτουσες καµπύλες κλιµακούµενου 

Συσχετισµού. 

Υπολογίσαµε τιµή - 0001.09999.0 ±  για τον εκθέτη του παράγοντα 
του r  που αποκλίνει 0.01% της θεωρητικής τιµής -1, και 

0005.02450.0 ±=η  που αποκλίνει 2.0 % της θεωρητικής τιµής 
25.0=η . 

4.3. Σύγκριση µεθόδων Απ’ Ευθείας Προσαρµογής και 
FSS 

Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα των δύο µεθόδων, ως προς την 
απόκλισή τους από τη θεωρία και την αβεβαιότητα που φέρουν, 
διαπιστώνουµε την υπεροχή της µεθόδου FSS. Όπως είδαµε, αξιοποιεί 
τις συνέπειες από το πεπερασµένο των συστηµάτων καθιστώντας την 
αποτελεσµατική και για µικρά συστήµατα εκεί όπου η µέθοδος απ’ 
ευθείας προσαρµογής δεν έχει καµία λειτουργικότητα (για πολύ µικρά 
συστήµατα, οι σχέσεις της FSS περιέχουν διορθώσεις, γι’ αυτό πρέπει να 
έχουµε ένα κατώτατο όριο πάνω απ’ το οποίο να την εφαρµόζοµε, 
ανάλογα µε την προσδοκώµενη ακρίβεια στα αποτελέσµατα). Επίσης, η 
ποσότητα των απαιτούµενων δεδοµένων για την FSS είναι ένα κλάσµα 
των αντίστοιχων της µεθόδου απ’ ευθείας προσαρµογής, αφού το δείγµα 
λαµβάνεται στη στενή περιοχή γύρω από την κρίσιµη θερµοκρασία και 
όχι στο ευρύτερο φάσµα θερµοκρασιών. 
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