 









25/2/2007

ΕΛΛΗΝΙΚΟ ΑΝΟΙΚΤΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ
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4η ΕΡΓΑΣΙΑ

Προθεσμία παράδοσης 20/3/2007

Άσκηση 1

Δοκάρι μήκους ηρεμίας 
[image: image275.wmf](
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 βρίσκεται ακίνητο στο σύστημα 
[image: image2.wmf]¢

S

. Βρίσκεται στο επίπεδο 
[image: image3.wmf](
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και σχηματίζει γωνία 
[image: image4.wmf]36

°

με τον άξονα 
[image: image5.wmf]x

¢

. Το σύστημα 
[image: image6.wmf]¢

S

 κινείται με σταθερή ταχύτητα 
[image: image7.wmf]u

, παράλληλη προς τον άξονα των 
[image: image8.wmf]x

, ως προς ένα άλλο σύστημα αναφοράς 
[image: image9.wmf]S

.

A) Ποια είναι ταχύτητα 
[image: image10.wmf]u

 αν ένας παρατηρητής στο σύστημα αναφοράς 
[image: image11.wmf]S

 βρίσκει ότι το δοκάρι σχηματίζει γωνία 
[image: image12.wmf]45

°

με τον άξονα 
[image: image13.wmf]x

; 
B) Ποιο είναι το μήκος του δοκαριού στο σύστημα αναφοράς 
[image: image14.wmf]S

;

Λύση 

[image: image15.wmf]
Α) Στο σύστημα αναφοράς Σ’ οι συνιστώσες του δοκαριού είναι 


[image: image16.wmf](
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Από αυτές στο σύστημα αναφοράς Σ η x-συνιστώσα (παράλληλη προς την κίνηση) θα φαίνεται μικρότερη λόγω συστολής μήκους, ενώ η y-συνιστώσα παραμένει αναλλοίωτη καθώς είναι κάθετη στην κίνηση. Έτσι στο σύστημα αναφοράς Σ θα έχουμε
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Στο Σ όμως το δοκάρι σχηματίζει γωνία 
[image: image18.wmf]45

°

άρα το ορθογώνιο τρίγωνο του σχήματος είναι ισοσκελές και 
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Β) Στο Σ θα έχουμε 
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Άσκηση 2

Δύο τραίνα ιδίου μήκους 
[image: image21.wmf]L

κινούνται προς την ίδια κατεύθυνση. Η ταχύτητα του Α είναι 
[image: image22.wmf]4

5
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 και η ταχύτητα του Β είναι 
[image: image23.wmf]3

5
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. Πόσο χρόνο παίρνει το Α για να προσπεράσει το Β (εννοούμε πόσο χρόνο θα πάρει από τη στιγμή που η αρχή του Α θα βρεθεί στο τέλος του Β μέχρι που το τέλος του Α θα βρεθεί στην αρχή του Β);

Α) Στο σύστημα αναφοράς ενός (ακίνητου) παρατηρητή στο έδαφος;

Β) Στο σύστημα αναφοράς του οδηγού του Α;

Γ) Στο σύστημα αναφοράς ενός επιβάτη του Β ο οποίος κινείται με σταθερή ταχύτητα   (ως προς το τραίνο Β) και ο οποίος ξεκινάει από το πίσω μέρος του Β την στιγμή που καταφθάνει η αρχή του Α και φτάνει στην αρχή του Β τη στιγμή που περνάει από εκεί το τέλος του Α;

Λύση 

Α) Στο ΣΑ ενός ακίνητου παρατηρητή στο έδαφος τα δύο τραίνα, Α και Β, έχουν ταχύτητες 
[image: image24.wmf]4
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 αντίστοιχα, και διαφορετικά μήκη 


[image: image26.wmf]22
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Το τραίνο Α για να προσπεράσει το Β θα χρειαστεί να διανύσει απόσταση 
[image: image27.wmf]437
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 με ταχύτητα την σχετική ταχύτητα 
[image: image28.wmf]43
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. Συνεπώς θα χρειαστεί χρόνο 
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Β) Στο ΣΑ του Α το τραίνο Α είναι ακίνητο. Για να βρούμε την ταχύτητα του τραίνου Β χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι ως προς το έδαφος το  Β κινείται με ταχύτητα 
[image: image30.wmf]3
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 και το έδαφος με κινείται με τα ταχύτητα 
[image: image31.wmf]4
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ως προς τον Α. Συνεπώς
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Στο ίδιο ΣΑ, το μήκος του τραίνου Α είναι 
[image: image33.wmf]L

 και το μήκος του τραίνου Β θα είναι 
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Κατά συνέπεια το Β θα διανύσει μήκος 
[image: image35.wmf]1225
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με ταχύτητα μέτρου 
[image: image36.wmf]5
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 και ο χρόνος που θα χρειαστεί θα είναι 
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Εναλλακτική λύση  (Β) ερώτημα
Στο ίδιο αποτέλεσμα μπορούμε να φτάσουμε χρησιμοποιώντας το μετασχηματισμό Lorentz 

[image: image38.wmf]2

u

æö

¢

D=gD-D

ç÷

èø

ttx

c


Επιλέγοντας ως ταχύτητα υ, την ταχύτητα του τραίνου Α  
[image: image39.wmf]4
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, βρίσκουμε ότι το γ είναι ίσο με

[image: image40.wmf]5

3

g=


Από το προηγούμενο ερώτημα γνωρίζουμε ότι η διαφορά των δυο γεγονότων είναι 
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 Θα πρέπει να δοθεί προσοχή στην απόσταση των δυο γεγονότων Δx. Η απόσταση των δυο γεγονότων είναι 
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Άρα 

[image: image43.wmf]2
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Γ) Ο επιβάτης θεωρεί τον εαυτό του ακίνητο και βλέπει τα δύο τραίνα να κινούνται με ίσες και αντίθετες ταχύτητες μέτρου 
[image: image44.wmf]u

. Ως προς το Β ο επιβάτης κινείται με  ταχύτητα 
[image: image45.wmf]u

 και ως προς τον επιβάτη το Α κινείται επίσης με ταχύτητα 
[image: image46.wmf]u

. Μπορούμε να προσδιορίζουμε το 
[image: image47.wmf]u

 αν  χρησιμοποιήσουμε ότι ως προς το Β το Α κινείται με ταχύτητα 
[image: image48.wmf]5
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 όπως βρήκαμε στο προηγούμενο ερώτημα. Άρα
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Η άλλη λύση απορρίπτεται γιατί δίνει ταχύτητα μεγαλύτερη του φωτός. 
Ο επιβάτης, λοιπόν, βλέπει το κάθε τραίνο να έχει μήκος 
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και κατά την προσπέραση κάθε τραίνο διανύει απόσταση ίση με το μήκος του. Άρα η προσπέραση διαρκεί
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Άσκηση 3 

[image: image1.wmf]15.0m

Σώμα μάζας 
[image: image52.wmf]M

 και ενέργειας 
[image: image53.wmf]E

 διασπάται σε δύο ίδια σωματίδια. Στο σύστημα αναφοράς του εργαστηρίου το ένα από αυτά εκπέμπεται κάθετα προς τη διεύθυνση κίνησης του σώματος και το άλλο σχηματίζει γωνία 
[image: image54.wmf]q

 όπως στο σχήμα. 
Α) Βρείτε τις ενέργειες των εκπεμπόμενων σωματιδίων στο ΣΑ του εργαστηρίου χρησιμοποιώντας τα τετρανύσματα των ορμών 
Β) Σχολιάστε τις οριακές περιπτώσεις 
[image: image55.wmf]0,90
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Λύση 
Στη λύση που ακολουθεί θα εκμεταλλευτούμε το αναλλοίωτο του εσωτερικού γινομένου της τετραδιάστατης ορμής και του γεγονότος ότι η ταχύτητα του σωματιδίου Μ είναι κάθετη στην ταχύτητα ενός εκ των δυο σωματιδίων που προκύπτουν μετά τη διάσπαση. 
Οι τετραδιάστατες ορμές για τα σωματίδια της άσκησης είναι 
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Σύμφωνα με την αρχή διατήρησης της τετραδιάστατης ορμής ισχύει 

[image: image59.wmf]12
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  (1) 
Από την οποία προκύπτει 
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  (2) 
Εκμεταλλευόμενοι την καθετότητα των ορμών p και p1, και το αναλλοίωτο του εσωτερικού γινομένου (που είναι της μορφής 
[image: image61.wmf]1
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Υπολογίζουμε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image64.wmf]mm
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Υπολογίζουμε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image66.wmf]11
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[image: image67.wmf](
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Ομοίως το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image68.wmf]22

mm

e

pp

 είναι 
[image: image69.wmf]2
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Υπολογίζουμε το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image70.wmf]1
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[image: image71.wmf](
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   (7) 
Αντικαθιστούμε τις σχέσεις (4), (5), (6) και (7) στη σχέση (3) και προκύπτει 
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Ομοίως η σχέση 
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  θα μας δώσει την ενέργεια Ε2. 
Εναλλακτική λύση Α  ερώτημα:

Α) Το τετράνυσμα της ορμής ορίζεται ως 
[image: image74.wmf](
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[image: image75.wmf]E

 η ενέργεια και 
[image: image76.wmf]p
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 η ορμή. Θεωρώντας ότι η μάζα 
[image: image77.wmf]M

 κινείται κατά μήκος του άξονα των x,  και έχει ορμή 
[image: image78.wmf]p

, το αρχικό τετράνυσμα της ορμής του συστήματος είναι 


[image: image79.wmf](
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Έστω ότι τα προϊόντα της διάσπασης εκτοξεύονται με ορμές μέτρων 
[image: image80.wmf]1

p

 (το εκτοξευόμενο κάθετα) και 
[image: image81.wmf]2

p

(το εκτοξευόμενο υπό γωνία 
[image: image82.wmf]q

) το τελικό τετράνυσμα της ορμής ισούται με
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Η διατήρηση της ορμής συνεπάγεται 
[image: image84.wmf]if
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έχουμε δηλαδή
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2

12

0///(1)

1cos(2)

20sin(3)

300

m==+

m==q

m==-q

m==

EcEcEc

pp

pp


Χρησιμοποιώντας την (2) μπορούμε να λύσουμε 
[image: image86.wmf]2
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και αντικαθιστώντας στην (3) παίρνουμε 
[image: image87.wmf]1
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. Επίσης χρησιμοποιώντας τη σχέση που συνδέει την ορμή με την ενέργεια 
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 και ομοίως



[image: image89.wmf]2

2222422422224

2222

2

(1tan)

cos

p

EpcmcEcmcEpcmc

=+Þ=+Þ=+q+

q


Χρησιμοποιώντας την (1) 



[image: image90.wmf]2222422224
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Για την 
[image: image91.wmf]2
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έχουμε 
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Εναλλακτικά: στο ίδιο αποτέλεσμα θα φτάναμε εάν εκμεταλλευόμασταν το γεγονός ότι  cos2 + sin2 =1, τετραγωνίζοντας τις σχέσης (2) και (3) και αφαιρώντας από την σχέση (1) την οποία προηγούμενος επίμαχε υψώσει στο τετράγωνο, χρησιμοποιώντας τη σχέση E2 – p2c2 = m2c4. 
Β) Το τελικό αποτέλεσμα, δηλαδή οι ενέργειες  δεν εξαρτώνται από τη γωνία, άρα παραμένουν αναλλοίωτες. Αυτό είναι δυνατόν και αν εξετάσουμε  τις ενδιάμεσες πράξεις και ειδικά σε ότι αφορά τον υπολογισμό της ορμής διαπιστώνουμε ότι δεν υπάρχει κάποιο πρόβλημα. Απλώς  όταν 
[image: image93.wmf]0
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 η (3) μας δίνει 
[image: image94.wmf]1
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που σημαίνει πως το πρώτο σωματίδιο παραμένει ακίνητο, ενώ αν 
[image: image95.wmf]90
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η (2) δίνει 
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 που σημαίνει πως το αρχικό σώμα ήταν ακίνητο. 
Άσκηση 4

Φωτόνιο συχνότητας 
[image: image97.wmf]f

 προσπίπτει σε ακίνητο σωμάτιο μάζας 
[image: image98.wmf]m

 (στο ΣΑ του εργαστηρίου)  και ανακλάται προς τα πίσω. 

Α)Να βρεθεί η συχνότητα του ανακλώμενου φωτονίου στο ΣΑ του εργαστηρίου.

Β)Να βρεθεί η ταχύτητα, η ορμή, η κινητική ενέργεια  καθώς και η ολική ενέργεια που αποκτά το σωματίδιο;

Γ) Ποια η συχνότητα του ανακλώμενου φωτονίου στο σύστημα αναφοράς του σωματίου 
[image: image99.wmf]m

;

Λύση 
Α) 

[image: image268.png]



Α)Σύμφωνα με την αρχή διατήρησης της τετραδιάστατης ορμής 
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    (1)

Οι πράξεις που θα απαιτηθούν κατά την περαιτέρω επίλυση του προβλήματος μπορούν να απλοποιηθούν με τη βοήθεια της «διαστατικής ανάλυσης» η οποία μας επιτρέπει να θέσουμε 
[image: image101.wmf]1
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 και να αποκαταστήσουμε τις διαστάσεις στο τελικό αποτέλεσμα.  Υπό αυτές τις συνθήκες η (1) ανάγεται στο σύστημα
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Υψώνοντας στο τετράγωνο και αφαιρώντας κατά μέλη τις δυο τελευταίες εξισώσεις
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Από τις (2), (4) έχουμε
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Η αποκατάσταση των διαστάσεων στο παραπάνω αποτέλεσμα μπορεί να γίνει ως εξής: α) Το αποτέλεσμα πρέπει να έχει διαστάσεις συχνότητας β) Στον παρονομαστή έχω έναν καθαρό αριθμό (1) θα πρέπει και το μέγεθος που προστίθεται σε αυτόν (2
[image: image105.wmf]f

) να είναι επίσης καθαρός αριθμός  γ) Υπάρχει μόνο ένας συνδυασμός των μεγεθών που έχω θέσει μονάδα ο οποίος δίνει συχνότητα και αυτός είναι 
[image: image106.wmf]2
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Β) Η κινητική ενέργεια δίνεται από 



[image: image108.wmf](
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Το 
[image: image109.wmf](
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 δίνεται από τη σχέση (4)  και αντικαθιστώντας στην (7) χρησιμοποιώντας την (5) έχουμε 
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Για την  αποκατάσταση μονάδων σκεφτόμαστε ως εξής: α) η κινητική ενέργεια πρέπει να έχει διαστάσεις ενέργειας (mc2), β) Στον παρονομαστή έχω έναν καθαρό αριθμό (1) θα πρέπει και το μέγεθος που προστίθεται σε αυτόν (2
[image: image111.wmf]f

) να είναι επίσης καθαρός αριθμός
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  (8) 
Η ταχύτητα μπορεί να υπολογιστεί από τις (4) και (5)
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Αποκαθιστώντας τις διαστάσεις όπως πριν  
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Για τον υπολογισμό της ορμής και της ενέργειας χρειάζομαι το 
[image: image115.wmf]g

 το οποίο 

υπολογίστηκε στην (9). Αποκαθιστώντας τις διαστάσεις (το γ είναι αδιάστατο)
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 Η ορμή μπορεί να υπολογιστεί ως 
[image: image117.wmf]=gu
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, χρησιμοποιώντας τις «διαστατικές» σχέσεις (10) και (11):
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(στο ίδιο αποτέλεσμα καταλήγουμε εάν χρησιμοποιήσουμε την αρχή διατήρησης της ορμής όπου ισχύει: 
[image: image119.wmf]¢
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Η ολική ενέργεια είναι 
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[image: image121.wmf](
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Γ) Το ΣΑ του σωματίου 
[image: image122.wmf]m

 πριν την κρούση συμπίπτει με αυτό του εργαστηρίου συνεπώς η ερώτηση αναφέρεται στο ΣΑ του σωματίου μετά την κρούση, δηλαδή σε ένα ΣΑ το οποίο κινείται προς τα δεξιά με ταχύτητα υ που δίνεται από την (10). Σε αυτό το σύστημα αρχικά το ηλεκτρόνιο θα κινείται προς τα αριστερά με ταχύτητα υ, ενώ το προσπίπτον φωτόνιο θα έχει διαφορετική συχνότητα (λόγω Doppler) την οποία ονομάζουμε 
[image: image123.wmf]f
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. Μετά την κρούση το ηλεκτρόνιο θα έχει μηδενική ταχύτητα και το εκπεμπόμενο φωτόνιο θα έχει συχνότητα  
[image: image124.wmf]f
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.  Εφαρμόζοντας τη διατήρηση της ενέργειας και ορμής σε αυτό το ΣΑ και θέτοντας πάλι 
[image: image125.wmf]1
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 Οι εξισώσεις (14), (15) αποτελούν σύστημα με αγνώστους τα  
[image: image127.wmf]f
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[image: image128.wmf]f
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το οποίο μπορούμε να επιλύσουμε με κάποιες πράξεις. Το σύστημα μπορεί να λυθεί και χωρίς
πράξεις αν παρατηρήσουμε  ότι ταυτίζεται με τις (2),(3) αν θέσουμε 
[image: image129.wmf],
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. Συνεπώς η συχνότητα του εκπεμπόμενου σε αυτό το ΣΑ φωτονίου είναι 
[image: image130.wmf]f

.  Στα ίδια αποτελέσματα (με αρκετές περισσότερες πράξεις) μπορούμε να καταλήξουμε αν εφαρμόσουμε κατάλληλα τον τύπο της μετατόπισης Doppler.
Άσκηση 5

Στη θέση και στιγμή συναντήσεως των οδηγών δυο αντιθέτως κινουμένων τραίνων δημιουργούνται δύο σωμάτια χρόνου ζωής τ  με αντίθετες οριζόντιες ταχύτητες τέτοιες ώστε η σχετική τους ταχύτητα να είναι υ.

Α) Με πόση ταχύτητα πρέπει να κινούνται τα τραίνα ως προς τη Γη, ούτως  ώστε ο ένας οδηγός να βλέπει συνεχώς δίπλα του ακίνητο ένα σωμάτιο και ο άλλος το άλλο;

Β) Είναι εύλογο το ως άνω αποτέλεσμα για μικρές ταχύτητες;

Γ) Πόσο χρόνο ζωής μετράει κάθε οδηγός και πόσο ένας σταθμάρχης ακίνητος στη Γη;
Λύση 
Α) Έστω ότι τα τραίνα (ή τα σωμάτια) κινούνται κατά τον άξονα x.

Στο σύστημα αναφοράς του αριστερού σωματίου (ή τραίνου), το δεξιό κινείται με ταχύτητα 
[image: image131.wmf]0
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 γενικά είναι η ταχύτητα του Α ως προς το σύστημα Σ).
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Είναι 
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Το + απορρίπτεται διότι αν είναι ακίνητα (υ=0) θα πρέπει επίσης 
[image: image139.wmf]0
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Άρα το αριστερό σωμάτιο κινείται προς τα αριστερά με ταχύτητα 
[image: image140.wmf]22
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 και το δεξιό κινείται προς τα δεξιά με αντίθετη ταχύτητα.

Β) Για μικρές ταχύτητες 
[image: image141.wmf]22
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 που είναι εύλογο.

Γ) Κάθε οδηγός μετράει τ0 για το δικό του σωμάτιο, και τ0 / 
[image: image143.wmf]2
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 για του άλλου. Ο ακίνητος σταθμάρχης μετράει χρόνο ζωής τ=γτ0, όπου 
[image: image144.wmf](
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Άσκηση 6

Α) Ένα σωμάτιο με χρόνο ζωής 10 μs στο δικό του ΣΑ , κινείται στο ΣΑ του εργαστηρίου με σταθερή ταχύτητα υ και διασπάται σε απόσταση 20km  από το σημείο δημιουργίας του. Να βρεθεί η ταχύτητα υ.

Β) Δύο διαστημόπλοια Α και Β αναχωρούν ταυτόχρονα από τη Γη σε αντιδιαμετρικές κατευθύνσεις με ταχύτητες c/3 και c/2 αντίστοιχα. Το Α κατευθύνεται στον πλανήτη Χ ο οποίος απέχει τη στιγμή της αναχώρησης 4 έτη φωτός από τη Γη και το Β στον πλανήτη Υ ο οποίος απέχει τη στιγμή της αναχώρησης 6 έτη φωτός. Και οι δύο πλανήτες απομακρύνονται (σε ευθεία γραμμή) από τη Γη ο καθένας με ταχύτητα c/4 ως προς τη Γη. Το κάθε διαστημόπλοιο αφού φτάσει στον προορισμό του παραμένει εκεί για 10 έτη ως προς τη Γη και ύστερα αναχωρεί με κατεύθυνση τον άλλο πλανήτη και ταχύτητα c/2 ως προς τη Γη. Να σχεδιαστεί ένα χωροχρονικό διάγραμμα όπου θα φαίνονται οι τροχιές των δύο πλανητών και των διαστημοπλοίων και να βρεθεί με τη βοήθεια αυτού πότε και σε τι απόσταση από τη Γη θα συναντηθούν τα δύο διαστημόπλοια.

Λύση 

Α) Δεδομένα:
[image: image146.wmf]5
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 ο οποίος είναι ο ιδιόχρονος και 
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Στο σύστημα αναφοράς  του σωματίου θα ισχύει:
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άρα από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε
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B) Τα διαστημόπλοια Α και Β ξεκινούν τη χρονική στιγμή 0 από το σημείο που θεωρούμε ότι βρίσκεται στην αρχή των αξόνων, άρα το πρώτο σημείο στο χωροχρονικό διάγραμμα είναι το (0, 0). 
Η εξίσωση κίνησης του Α είναι 
[image: image151.wmf]A
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 και η εξίσωση κίνησης του πλανήτη Χ είναι 
[image: image152.wmf].
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. Στο σημείο συνάντησης θα ισχύει 
[image: image153.wmf]A.
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 ενώ το συνολικό διάστημα που θα έχει διανύσει το Α στο χρόνο αυτό είναι 
[image: image154.wmf]c
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, άρα το επόμενο σημείο στο χωροχρονικό διάγραμμα είναι το (16, 48). 
Ο πύραυλος Α θα παραμείνει στον πλανήτη  Χ για 10 έτη και θα διανύσει διάστημα 
[image: image155.wmf]c
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, άρα το επόμενο σημείο στο χωροχρονικό διάγραμμα είναι το (18.5, 58).
Η εξίσωση κίνησης του Β είναι 
[image: image156.wmf]c
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 και η εξίσωση κίνησης του πλανήτη Υ είναι 
[image: image157.wmf].
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. Στο σημείο συνάντησης θα ισχύει 
[image: image158.wmf]A.
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 ενώ το συνολικό διάστημα που θα έχει διανύσει το Β στο χρόνο αυτό είναι 
[image: image159.wmf]c
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, άρα το επόμενο σημείο στο χωροχρονικό διάγραμμα είναι το (-12, 24). 
Ο πύραυλος Β θα παραμείνει στον πλανήτη  Υ για 10 έτη και θα διανύσει διάστημα 
[image: image160.wmf]c
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, άρα το επόμενο σημείο στο χωροχρονικό διάγραμμα είναι το (-14.5, 34).
Όταν το κάθε διαστημόπλοιο ξεκινήσει για να συναντήσει τον άλλο πλανήτη με ταχύτητα c/2, η εξίσωση κίνησης του κάθε διαστημοπλοίου είναι 
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Στο σημείο συνάντησης θα ισχύει 
[image: image163.wmf]AB
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Άσκηση 7

Ένα ηλεκτρόνιο κινείται σε ευθύγραμμη τροχιά εντός ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου. Η ταχύτητα του ηλεκτρονίου μεταβάλλεται από 
[image: image166.wmf]0.98c

 σε 
[image: image167.wmf]0.99c

. Υπολογίστε:

Α) τη μεταβολή της ορμής του;
Β) το έργο που δίνεται στο ηλεκτρόνιο για τη μεταβολή της ταχύτητας του

Γ) την επιταχύνουσα τάση V (σε Volts) 

Λύση 

Α)  


[image: image168.wmf](
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Άρα η μεταβολή της ορμής είναι  
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Β)  
[image: image171.wmf]22
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Γ) 
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Άσκηση 8

Ένα φορτισμένο σωματίδιο φορτίου q και μάζας 
[image: image173.wmf]m

 κινείται στο σύστημα αναφοράς του εργαστηρίου υπό την επίδραση ενός σταθερού ηλεκτρικού πεδίου 
[image: image174.wmf](
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 Τη χρονική στιγμή 
[image: image176.wmf]0
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 το σωματίδιο βρίσκεται στην αρχή των συντεταγμένων Ο και έχει ταχύτητα 
[image: image177.wmf](

)

,0,0

ii

uu

=

r

 όπου 
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Α) Να γραφούν οι σχετικιστικές εξισώσεις κίνησης του σωματιδίου.
Β) Να ευρεθεί η εξίσωση τροχιάς του σωματιδίου.
Λύση 

Α)Η εξισώσεις κίνησης δίνονται από
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Σε μορφή συνιστωσών έχουμε
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όπου 
[image: image181.wmf]2222
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σταθερές. Η αρχική συνθήκη 
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 σε συνδυασμό με τις (1), (2), (3) συνεπάγεται αντίστοιχα
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Αντικαθιστώντας τις σταθερές πάλι στις (1),(2),(3) παίρνουμε 
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Οι εξισώσεις αυτές περιέχουν το γ και ως εκ τούτου το μέτρο της ταχύτητας υ το οποίο μπορεί να απαλειφθεί ως εξής:

[image: image186.wmf]2
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Αντικαθιστώντας το γ στην (4) παίρνουμε τις εξισώσεις κίνησης  
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Β) Για να βρούμε την εξίσωση τροχιάς πρέπει να λύσουμε τις (5),(6), (7) και να απαλείψουμε το χρόνο. Εδώ πρέπει να προσέξουμε ότι τα  
[image: image188.wmf]i
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[image: image189.wmf]2
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 είναι σταθερές που δεν εξαρτώνται από το χρόνο. Συνεπώς
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Για ευκολία εισάγουμε τη σταθερά 
[image: image191.wmf]0
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όπου χρησιμοποιήσαμε το ολοκλήρωμα 
[image: image193.wmf]22
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 και το γεγονός ότι σε χρόνο t=0 το σωματίδιο βρίσκεται στην αρχή των αξόνων 
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Προχωρώντας ανάλογα για την y συνιστώσα 
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ενώ για την z έχουμε 
[image: image196.wmf]0
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Για να βρούμε την εξίσωση τροχιάς χρειάζεται να απαλείψουμε το χρόνο. Λύνοντας την (8) ως προς το χρόνο παίρνουμε
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και αντικαθιστώντας στην (9)
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Άσκηση 9

Α) Να βρεθεί η ελάχιστη ταχύτητα ενός πυραύλου έτσι ώστε μια πηγή πράσινου φωτός (
[image: image199.wmf]o

5000A

) που βρίσκεται πάνω σε αυτόν να είναι αόρατη (για τα μάτια) ενός παρατηρητή πάνω στη γη.
Β) Μια πηγή ακίνητη στο ΣΑ του εργαστηρίου εκπέμπει φως μήκους κύματος 
[image: image200.wmf]656nm

. Το φως ανακλάται σε καθρέπτη ο οποίος απομακρύνεται από την πηγή με ταχύτητα 
[image: image201.wmf]u

. (α) Ποια είναι ως συνάρτηση του  
[image: image202.wmf]u

η σχέση που δίνει την συχνότητα όπως αυτή ανιχνεύεται στο ΣΑ του καθρέπτη; (β) Ο καθρέπτης επανεκπέμπει το φως προς την πηγή, στην οποία ανιχνεύεται να έχει μήκος κύματος  
[image: image203.wmf]1.97

μm

. Να υπολογιστεί ο λόγος 
[image: image204.wmf]/
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Λύση 
Α) 
Γνωρίζουμε ότι ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία μήκους κύματος 
[image: image205.wmf]0
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 που εκπέμπεται  που απομακρύνεται με ταχύτητα 
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 ανιχνεύεται στη Γη να έχει μήκος κύματος 
[image: image207.wmf]l
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Γνωρίζουμε επίσης ότι το ορατό φάσμα του ηλεκτρομαγνητικού φωτός είναι στην περιοχή 
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Επιλύοντας την 
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[image: image211.wmf]Επαναλαμβάνοντας το ίδιο και για την 
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τελικά βρίσκουμε ότι το φως είναι στην ορατή περιοχή όταν



[image: image213.wmf]22

12

00

22

12

00

11

11

cuc

æöæö

ll

--

ç÷ç÷

ll

èøèø

<<

æöæö

ll

++

ç÷ç÷

ll

èøèø


 Αντικαθιστώντας τις τιμές της (1) βρίσκουμε -0.243472x0.384615
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και συνεπώς η μικρότερη ταχύτητα για την οποία η εκπεμπόμενη ακτινοβολία είναι αόρατη είναι 
[image: image215.wmf]0.243
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, όπου το αρνητικό πρόσημο σημαίνει ότι ο πύραυλος πλησιάζει τη Γη, ενώ όταν απομακρύνεται η μικρότερη ταχύτητα είναι  
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Β) (α)Ο καθρέπτης βλέπει την πηγή να απομακρύνεται με ταχύτητα 
[image: image217.wmf]u

. Επομένως η συχνότητα που θα δέχεται ο καθρέπτης θα είναι
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όπου 
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(β) Ο καθρέπτης επανεκπέμπει το φως το οποίο το δέχεται η πηγή. Στο ΣΑ της πηγής 

[image: image220.wmf]1/

1/

pkpppp

-----

¢¢

n=n=n=nÞn=nÞ

+++++

cucucucuuc

cucucucuuc



[image: image221.wmf](

)

1

1/1/11

1

p

pppp

p

ppp

p

¢

n

-

æö

¢¢¢

nnnn

+=-Þ+=-Þ=Þ

ç÷

¢

n

nnn

èø

+

n

uu

ucuc

cc




[image: image222.wmf]1

0.500

1

p

p

p

p

l

-

¢

l

Þ==

l

+

¢

l

u

c


Άσκηση 10
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Πυκνωτής, ο οποίος αποτελείται από δύο τετραγωνικές πλάκες πλευράς 
[image: image223.wmf]L

 με φορτίο 
[image: image224.wmf]Q

 η κάθε μία, τοποθετείται  σε τραίνο το οποίο κινείται με ταχύτητα 
[image: image225.wmf]/3
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όπως στο σχήμα. Παρατηρητής στο τραίνο βλέπει σταθερό ηλεκτρικό πεδίο 
[image: image226.wmf]0
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 ανάμεσα από τις πλάκες του πυκνωτή. 

Α) Ποιο το ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο που μετράει ο παρατηρητής στο έδαφος; 

Β) Πως εξηγεί ο παρατηρητής στο έδαφος την μεταβολή του μέτρου του ηλεκτρικού πεδίου, αφού είναι γνωστό ότι το ηλεκτρικό φορτίο είναι αναλλοίωτη ποσότητα;

ΣΗΜ: (1) Το ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο 
[image: image227.wmf],
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 σε ένα κινούμενο σύστημα αναφοράς, το οποίο κινείται με σταθερή ταχύτητα κατά μήκος του άξονα z  (
[image: image228.wmf]ˆ
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) ως προς αδρανειακό σύστημα αναφοράς στο οποίο έχουμε
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(2) Το μέτρο του ηλεκτρικού πεδίου ενός πυκνωτή δίνεται από 
[image: image232.wmf]=

o
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s
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, όπου 
[image: image233.wmf]s

 η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου στις πλάκες του πυκνωτή.

Λύση

Α)  Στο σύστημα αναφοράς του τραίνου  
[image: image234.wmf](
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. Το σύστημα αναφοράς του παρατηρητή στο έδαφος, κινείται με ταχύτητα 
[image: image235.wmf]/3
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έχουμε σύμφωνα με τις σχέσεις μετασχηματισμού
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Β)  Ο παρατηρητής στο έδαφος βλέπει το ίδιο ηλεκτρικό φορτίο 
[image: image238.wmf]Q

, αλλά για αυτόν το εμβαδόν των πλακών του πυκνωτή δεν είναι ίδιο. Συγκεκριμένα η μία διάσταση της πλάκας παραμένει ίδια αλλά η άλλη συστέλλεται και έχει μήκος 
[image: image239.wmf]/
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. Το εμβαδόν λοιπόν για αυτόν είναι 
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και η επιφανειακή πυκνότητα 
[image: image241.wmf]/

QA

sgs

¢¢

==

. Κατά συνέπεια το μέτρο του ηλεκτρικού πεδίο είναι 
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σε συμφωνία με το (Α) .
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1) Στο παρακάτω χωροχρονικό διάγραμμα ποια/ποιες από τις γραμμές Α, Β, Γ ή Δ είναι αποδεκτές κοσμικές γραμμές για την τροχιά ενός ηλεκτρονίου; Εξηγείστε γιατί αποκλείονται οι μη αποδεκτές.

Απάντηση 

Από τις τέσσερις παρουσιαζόμενες γραμμές σωστή είναι μόνο η Α γιατί σε όλο το μελετούμενο χρονικό διάστημα η ταχύτητα είναι μικρότερη από c. 

Στη γραμμή Β τα ευθύγραμμα τμήματα αντιστοιχούν σε ταχύτητες μεγαλύτερες της c. Το τμήμα Γ σε πολλά σημεία της διαδρομής του ξεπερνάει την ταχύτητα c, γεγονός που συμβαίνει και για την περίπτωση της γραμμής Δ..

2)Το σύστημα του κέντρου μάζας (ή κέντρου ορμής) στη σχετικότητα ορίζεται ως το ΣΑ στο οποίο η ολική ορμή μηδενίζεται. Θεωρείστε πρωτόνιο μάζας 
[image: image243.wmf]m

 και ταχύτητας 
[image: image244.wmf]u

 που πλησιάζει ένα άλλο ακίνητο πρωτόνιο. Να βρεθούν οι ταχύτητες του κάθε πρωτονίου στο ΣΑ του κέντρου μάζας. 
Απάντηση 

Στο ΣΑ του εργαστηρίου  ορμές των δύο πρωτονίων είναι :
[image: image245.wmf]1
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0

=

r

p

 και οι ενέργειες 
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.  Έστω ότι το ΣΑ του κέντρου μάζας κινείται με ταχύτητα 
[image: image249.wmf]u

ως προς το ΣΑ του εργαστηρίου και ότι σε αυτό το σύστημα οι ορμές των πρωτονίων είναι 
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. Το άθροισμα των ορμών στο ΣΑ του κέντρου μάζας μηδενίζεται συνεπώς
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και συνολική ενέργεια είναι 
[image: image253.wmf]2
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. Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η ποσότητα 
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 είναι αναλλοίωτη μπορούμε να υπολογίσουμε την 
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3) Η συνολική ενέργεια ενός σωματιδίου ισούται με το διπλάσιο της μάζας ηρεμίας του. Ποιο είναι το μέτρο της σχετικιστικής του ορμής;

Απάντηση 

Από την εκφώνηση συμπεραίνουμε ότι για να έχει η ενέργεια ίδιες διαστάσεις με τη μάζα θα πρέπει να έχουμε θέσει 
[image: image257.wmf]1
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. Οπότε ισχύει:
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Αποκαθιστώντας τις διαστάσεις (η ορμή έχει διαστάσεις μάζα επί ταχύτητα)

[image: image259.wmf]3
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4) Ποια αναλλοίωτα μεγέθη μπορείτε να σχηματίσετε χρησιμοποιώντας τα τετρανύσματα της θέσης και της ορμής;

Απάντηση 
Αναλλοίωτα είναι όλα τα εσωτερικά γινόμενα τετρανυσμάτων (κατά αναλογία με την αναλλοίωτητα κάτω από στροφές στον τρισδιάστατο χώρο των εσωτερικών γινομένων διανυσμάτων). 
Η τετραδιάστατη ορμή ορίζεται ως  
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Το εσωτερικό γινόμενο 
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Το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image264.wmf]pr
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Το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image266.wmf]rr
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5) Πως θα μπορούσε να παρατηρηθεί μια μαύρη οπή αφού ούτε ύλη ούτε ακτινοβολία μπορεί να διαφύγει από αυτήν;

Απάντηση 
Θεωρούμε πως όλα τα νεκρά άστρα με μάζα μεγαλύτερη από πέντε ηλιακές μάζες είναι μελανές οπές. Ωστόσο είναι πολύ δύσκολο να βρούμε αυτούς τους αόρατους αστρικούς πυρήνες. Ένας τρόπος είναι να αναζητήσουμε διπλά συστήματα, στα οποία να φαίνεται ένα μόνο φωτεινό άστρο περιφέρεται γύρω από έναν αόρατο συνοδό. Αν βρίσκονται αρκετά κοντά, ο κανονικός συνοδός εκτινάσσει ύλη, η οποία επιταχυνόμενη κοντά στη μαύρη οπή, θα εκπέμπει ακτίνες Χ, οι οποίες είναι ανιχνεύσιμες.
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