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Προθεσµία παράδοσης 6/11/07 

Άσκηση 1 

Α) Οι δυνάµεις που δρουν σε κάθε µάζα φαίνονται στο 

Σχήµα. Αναλύοντας σε ορθογώνιο σύστηµα αξόνων 

(διακεκοµµένες γραµµές) και για µικρές γωνίες ,θ ϕ , οπότε 

cos 1,cos 1θ ϕ≈ ≈ , και η κατακόρυφη µετατόπιση των µαζών 

είναι αµελητέα, έχουµε για τη µάζα 1m  
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και για τη µάζα  2m  
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όπου 1x και 2x οι αποστάσεις των µαζών  1m  και 2m  αντίστοιχα από τον άξονα των x. 

Από το σχήµα έχουµε 1 2 1sin ,sin
x x x

θ ϕ
−

= =
ℓ ℓ

 και απαλείφοντας τις τάσεις 

παίρνουµε τις εξισώσεις κίνησης 

  

 

( )
2

1 1 2 1
1 1 2 22

2

2 2 1
2 22

(1)

(2)

d x x x x
m m m g m g

dt

d x x x
m m g

dt

−
= − + +

−
= −

ℓ ℓ

ℓ

 

∆ιαιρώντας µε 1m  και 2m  αντίστοιχα το σύστηµα γράφεται  
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Β) Σε µορφή πίνακα οι εξισώσεις κίνησης γράφονται 
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Αντικαθιστώντας τη γενική µορφή ενός κανονικού τρόπου ταλάντωσης 

( )1 1 cos ,x A tω δ= + ( )2 2 cosx A tω δ= + καταλήγουµε στο σύστηµα 
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το οποίο έχει µη τετριµµένες λύσεις όταν  
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Επιλύοντας τη δευτεροβάθµια ως προς 2ω εξίσωση  βρίσκουµε  

 ( ) ( )2 1 (1 ) 1 (1 )
g g

a a a a a aω ω±= + ± + ⇒ = + ± +
ℓ ℓ

 

και συνεπώς οι συχνότητες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης είναι  

 ( )1
1 (1 )

2

g
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Άσκηση 2 

Α) Σε έναν κανονικό τρόπο ταλάντωσης όλα τα σηµεία της χορδής ταλαντώνονται µε 

την ίδια συχνότητα. Η γενική έκφραση θα είναι λοιπόν της µορφής.  

 ( , ) ( ) cos( )x t A x tξ ω φ= +                 (1) 

Αντικαθιστώντας στην κυµατική εξίσωση  
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Καθώς τα δύο άκρα είναι ελεύθερα σε αυτά πρέπει να µηδενίζεται η δύναµη 

F T
x

ξ∂
=

∂
 δηλαδή η παράγωγος του πλάτους. Εφαρµόζοντας στο πρόβληµά µας  

 

( ) 0 sin( ) cos( ) 0
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Για να έχει λύση το παραπάνω οµογενές σύστηµα ως προς ,C D θα πρέπει να 

µηδενίζεται η ορίζουσα των συντελεστών 

 

sin( ) cos( )
det 0 sin( )cos( ) sin( )cos( ) 0

sin( ) cos( )
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όπου εισάγαµε το δείκτη n για να περιγράψουµε τις διακριτές τιµές. Συνεπώς 
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 2 , 1,2 , 1,2
2 4

n n n

T n T
L n n n f n

T L L

µ π
ω π ω

µ µ
= ⇒ = = ⇒ = =… …  

Η λύση µε 0ω = δεν αντιστοιχεί σε ταλάντωση καθώς σε αυτήν την περίπτωση η 

γενική λύση της κυµατικής δεν είναι η (1). 

Β) Από τις (1) και (4) έχουµε 

 ( ) cos sin
2 2

n n n

n x n x
A x C D

L L

π π   = +   
   

 

όπου τα ,n nC D συνδέονται µε την (3)  

 sin cos
2 2

n n

n n
C D

π π   =   
   

 

η οποία δίνει 0nD = για άρτια n (όπου µηδενίζεται το πρώτο µέλος) και 0nC = για 

περιττά n  (όπου µηδενίζεται το δεύτερο µέλος). Συνεπώς 
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Όπου οι σταθερές ,n nC D  είναι αυθαίρετες σταθερές. Η παραπάνω έκφραση µπορεί 

να γραφτεί ενοποιηµένα χρησιµοποιώντας την ταυτότητα cos sin
2

π
θ θ − = 
 

 

 ( )( )cos 1 1
2 4

n

n n

n x
A G

L

π π = + − −  
 

όπου nG  µια καινούργια αυθαίρετη σταθερά. Λαµβάνοντας υπόψιν και τη χρονική 

εξάρτηση η ζητούµενη συνάρτηση είναι 

 ( )( )( , ) cos 1 1 cos( ), 1,2,3...
2 4 2

n

n n

n x T
x t G n t n

L L

π π π
ξ φ

µ
 = + − − + =  

 

 

Άσκηση 3 

Α) Θεωρούµε ορθογώνιο σύστηµα 

συντεταγµένων µε τον οριζόντιο άξονα 

παράλληλο µε τον πάγκο και τον κάθετο 

άξονα να περνάει από το σηµείο 

ισορροπίας της µάζας 1m (διακεκοµµένες 

γραµµές στο Σχήµα.) Οι δυνάµεις που 

δρουν σε κάθε σώµα φαίνονται στο Σχήµα. 

Αναλύοντας σε ορθογώνιο σύστηµα 

αξόνων (διακεκοµµένες γραµµές) και 

εφαρµόζοντας τους νόµους του Νεύτωνα 

βρίσκουµε για τη µάζα 1m  
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και για τη µάζα 2m θεωρώντας µικρές γωνίες ταλάντωσης θ για τις οποίες η 
κατακόρυφη µετατόπιση του της µάζας είναι αµελητέα 
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όπου cos 1θ ≈ και 2 1sin
x x

θ
−

=
ℓ

. Εποµένως 2T m g≈ και οι  εξισώσεις κίνησης 

γράφονται ως 
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και αντικαθιστώντας τα δεδοµένα του προβλήµατος 1 2m m m= = και 
2mg

k =
ℓ
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Β) Οι εξισώσεις γράφονται σε µορφή πίνακα ως 
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αντικαθιστώντας τη γενική µορφή ενός κανονικού τρόπου ταλάντωσης 

( )1 1 cos ,x A tω φ= + ( )2 2 cosx A tω φ= + καταλήγουµε στο σύστηµα 
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 (1) 

το οποίο έχει µη τετριµµένες λύσεις όταν 
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Επιλύοντας τη δευτεροβάθµια ως προς 2ω εξίσωση  βρίσκουµε  

  

 ( )2 3 5 3 5
g g

ω ω
± ±= ± ⇒ = ±
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 (2) 

και συνεπώς οι συχνότητες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης είναι  
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Γ)Αντικαθιστώντας την τιµή του 2ω  για τον πρώτο αρµονικό τρόπο ταλάντωσης από 

την (2) στην (1) βρίσκουµε 
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και αντίστοιχα για το δεύτερο 
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Άσκηση 4 

Για το φαινόµενο Doppler, ο γενικός τύπος που δίνει την συχνότητα που ακούει ο 

παρατηρητής 'f συναρτήσει της συχνότητας της πηγής f  είναι  σύµφωνα µε τη 

σχέση (18.60) του βιβλίου των Alonso και Finn 

 
παρατηρητη

πηγής

υ-υ
f = f

υ-υ

 
 
 
 

′  

όπου υ  η ταχύτητα του ήχου και θετική φορά θεωρούµε τη φορά από την πηγή προς 

τον παρατηρητή (σηµειώνεται µε βέλος στο Σχήµα). Οι ταχύτητες της πηγής και του 

παρατηρητή λαµβάνονται ως προς τον ακίνητο αέρα.  

 

Σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος πηγή είναι ο Β ο οποίος εκπέµπει 

συχνότητα f = 440Ηz ενώ παρατηρητές είναι στην µία περίπτωση (α) ο Γ ο οποίος 

+ 
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ακούει συχνότητα 12 2f fΓ = και στην άλλη (β) ο Α ο οποίος ακούει συχνότητα 

( )212 2Af f= . 

Εφαρµόζουµε τα δεδοµένα: 

(α) Ο ακίνητος Γ ακούει  fΓ  

 

( )12 12

12

2 2

1
1 19.1m/s 68.7km/h

2

B B

B B

B B

f f f f
υ υ

υ υ υ
υ υ υ υ

υ υ υ

Γ = ⇒ = ⇒ − =
− −

 
⇒ = − ⇒ = = 

 

 

(β) Ο κινούµενος αντίθετα µε τη θετική φορά Α µε ταχύτητα µέτρου Aυ ακούει 

συχνότητα ( )212 2Af f= , συνεπώς 

 

( ) ( ) ( )

( )

2
612

6

2 2

2 20.2m/s 72.8km/h

A A
A B B A

B B

A B A

f f f f
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− − +
= ⇒ = ⇒ − = +

− −
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Άσκηση 5 

Α) Εφόσον η γραµµική πυκνότητα αυξάνεται γραµµικά η έκφραση ( )xµ  πρέπει να 

γράφεται ως ( )x a bxµ = + µε 1 2(0) , ( )Lµ µ µ µ= = . Συνεπώς 1a µ= , 2 1b
L

µ µ−
=  και 

 2 1
1( )x x

L

µ µ
µ µ

−
= +  

Β) Από τον ορισµό της ταχύτητας και τη σχέση που συνδέει την ταχύτητα διάδοσης 

µε τη γραµµική πυκνότητα και την τάση 

 2 1
1

2 1
1

( )

dx T T
dx x Tdt

dt x L
x

L

µ µ
υ µ

µ µµ µ

−
= = = ⇒ + =

−
+

 

Ο παλµός ξεκινάει από το σηµείο 0x =  τη στιγµή 0t =  και φτάνει στο σηµείο 

x L= τη στιγµή t τ= . Ολοκληρώνοντας κατάλληλα 

  

 
( )
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2 1 2 1
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2
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0

3
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2 1 2
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2 1

3 3

2 2
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2 1

2

3

2

3

2

3

x L t

x t

x L

x

x L

x

dx x dt T
L

L
x d x T

L L

L
x T

L

L
L

LT

L

T

τµ µ
µ

µ µ µ µ
µ µ τ

µ µ

µ µ
µ τ

µ µ

µ µ
τ µ µ

µ µ

τ µ µ
µ µ

= =

= =

=

=

=

=

−
+ = ⇒

− − + + = ⇒ −  

− + = ⇒ −  

 −  = + − ⇒  −  
 

 
= − 

−  

∫ ∫

∫
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Άσκηση 6 

Α,B) Όταν η σφυρίχτρα ανεβαίνει η ταχύτητά της θα δίνεται από 

 0s g tαυ υ= −  

και έχει διεύθυνση αντίθετη µε τη διεύθυνση πηγής →  παρατηρητή (την 

οποία θεωρούµε ως θετική, βλ. Σχήµα). Η συχνότητα που θα ακούει ο 

παρατηρητής θα δίνεται λοιπόν από  

 0 0

340 10200
300

340 20 10 36s s

f f f
t t

α
α α

υ υ
υ υ υ υ

= = = =
+ + + − −

 (1) 

Όταν η σφυρίχτρα φτάσει στο µέγιστο ύψος 0 1 10 2ss g t tυ υ= ⇒ = ⇒ = . 

Συνεπώς η σχέση (1) ισχύει για 0<t<2s.  

Μετά η σφυρίχτρα θα αρχίσει να πέφτει εκτελώντας επιταχυνόµενη κίνηση συνεπώς 

η ταχύτητά της θα ισούται µε  

 1( )s g t tκυ = −  

και καθώς η φορά κίνησης της πηγής συµπίπτει µε τη φορά πηγής→παρατηρητή θα 

έχουµε  

 0 0

340 10200
300

340 10 20 36s s

f f f
t t

κ
κ κ

υ υ
υ υ υ υ

= = = =
− − − + −

 (2) 

Η οποία ισχύει από το µέγιστο ύψος µέχρι να 

φτάσει η σφυρίχτρα στο έδαφος, δηλαδή για 

2s<t<4s. Από τις (1) και (2) παρατηρούµε ότι ο 

τύπος που δίνει τη συχνότητα είναι ο ίδιος και 

στις δύο περιπτώσεις και  υπολογίζοντας τις 

τιµές για ενδιάµεσα σηµεία  καταλήγουµε στη 

γραφική παράσταση του διπλανού σχήµατος. Ας 

σηµειωθεί ότι επειδή η ταχύτητα του ήχου είναι 

κατά πολύ µεγαλύτερη από την ταχύτητα της σφυρίχτρας µπορούµε να αγνοήσουµε 

την καθυστέρηση που υπάρχει λόγω της απόστασης που διανύει ο ήχος από τη 

σφυρίχτρα µέχρι το αυτί του παρατηρητή. 

 

Άσκηση 7 

Για κάθε χορδή η διαφορική εξίσωση είναι 
2 2 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2

1 2

,
y T y y T y

t x t xµ µ
∂ ∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂ ∂

 

όπου η τάση Τ είναι κοινή και για τις δύο 

χορδές. Εφόσον αναζητούµε κανονικούς 

τρόπους ταλάντωσης, οι δύο χορδές θα 

έχουν την ίδια συχνότητα, άρα ψάχνουµε 

λύσεις της µορφής 

 

1 1 1

2 2 2

( , ) ( cos sin )sin( )

( , ) ( cos sin )sin( )

y x t A k x B k x t

y x t C k x D k x t

ω

ω

= +

= +
. Θέτοντας τις λύσεις αυτές στις διαφορικές 

εξισώσεις, καταλήγουµε στη γνωστή σχέση 
2 2

2 2 2 1 2
1 2

1 2 1 2

T T k k
k kω

µ µ µ µ
= = ⇒ =  (1) 

Το άκρο 2x L=  είναι ακίνητο, συνεπώς 

2 2 2 2 2(2 , ) 0 ( cos 2 sin 2 )sin( ) 0 cos 2 sin 2 0y L t C k L D k L t C k L D k Lω= ⇒ + = ⇒ + =  (2) 

 

0 1 2 3 4

285

290

295

300

305

310

315f 

t 

+ 

L 2L 
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Επίσης, στο σηµείο ένωσης των δύο χορδών θα πρέπει να έχουµε 

1 2 1 1 2 2( , ) ( , ) cos sin L= cos siny L t y L t A k L B k C k L D k L= ⇒ + +  (3)  

και 
' '

1 2 1 1 1 2 2 2( , ) ( , ) ( sin cos L)= ( sin cos L)y L t y L t k A k L B k k C k L D k= ⇒ − − − −  (4) 

 

Τέλος, στο ελεύθερο άκρο η εγκάρσια δύναµη πρέπει να είναι µηδέν, άρα 
'

1 1 1 1(0, ) 0 ( sin 0 cos 0)=0 0y t k A k B k B= ⇒ − − ⇒ =  (5) 

 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (1)-(5) παίρνουµε το σύστηµα µε αγνώστους τα Α, C και D. 

1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 cos 2 sin 2 0

cos cos sin 0

( sin L) (u sin L) ( cos L) 0

A C u k L D uk L

A k L C uk L D u k L

A k k C k uk D u k uk

⋅ + + =

− − =

− + + =

όπου 2

1

u
µ
µ

=  

 

Για να έχει το σύστηµα αυτό µη µηδενικές λύσεις, πρέπει η ορίζουσα των 

συνελεστών Α, C και D να είναι µηδέν.  

 

1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

0 cos2 sin 2

cos cos sin 0

sin sin cos

uk L uk L

k L uk L uk L

k k L u k u k L u k u k L

− − =

−

 

Εποµένως το k1, που είναι και ο µοναδικός άγνωστος στην ορίζουσα, µπορεί να 

υπολογιστεί από τις λύσεις της εξίσωσης. Αντικαθιστώντας τις τιµές του  k1 στη 

σχέση 2 2

1 1

1 1

1

2

T T
k f kω

µ π µ
= ⇒ =  βρίσκουµε τις ιδιοσυχνότητες. 

 

Άσκηση 8 

Για να επαληθεύσουµε ότι το στάσιµο κύµα που µας δίνεται ικανοποιεί την κυµατική 

εξίσωση αρκεί εφαρµόζοντας τις παραγωγήσεις και αντικαθιστώντας στην κυµατική 

εξίσωση να καταλήξουµε σε µία εξίσωση διασποράς. 

 

( ) ( ) ( )( , , ) sin sin cosz x y t A p x q y tω=  

cos( )sin( )cos( )
z

Ap px qy t
x

ω
∂

=
∂

 

 

 
2

2

2
sin( )sin( )cos( )

z
Ap px qy t

x
ω

∂
= −

∂
  (Ι) 

 

 

sin( )cos( )cos( )
z

Aq px qy t
y

ω
∂

=
∂

 

 

 
2

2

2
sin( )sin( )cos( )

z
Aq px qy t

y
ω

∂
= −

∂
  (ΙΙ) 
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sin( )sin( )sin( )
z

A px qy t
t

ω ω
∂

= −
∂

 

 

 
2

2

2
sin( )sin( )cos( )

z
A px qy t

t
ω ω

∂
= −

∂
  (ΙΙΙ) 

 

 
2 2 2 ( ) ( )

2 2 2 2 ( )

1 I II

III

z z z

x y tυ

−∂ ∂ ∂
+ = ⇒

∂ ∂ ∂
 

 
2 2 2sin( ) sin( ) cos( ) sin( ) sin( ) cos( ) sin( ) sin( ) cos( )Ap px qy t Aq px qy t A px qy tω ω ω ω− − = −

 
2

2 2

2
sin( )sin( )cos( ) 0A px qy t p q

ω
ω

υ
 

− − = ⇒ 
 

 

2
2 2 2 2 2 2

2
0 ( )p q p q

ω
ω υ

υ
 

− − = ⇒ = + 
 

 

 

Η παραπάνω σχέση είναι µια σχέση διασποράς, το στάσιµο κύµα 

( ) ( ) ( )( , , ) sin sin cosz x y t A p x q y tω=  ικανοποιεί την εξίσωση κύµατος. 

 

Για ( ) ( ) ( )( , , ) 0 sin sin cos 0x L z L y t A p L q y tω= ⇐ = ⇒ = ⇒  

     ( ) ( ) ( )sin 0 sin sinp L p L nπ⇒ = ⇒ = ⇒  

     ( 1, 2,3,...)
n

p n
L

π
⇒ = =  

 

Για ( ) ( ) ( )( , , ) 0 sin sin cos 0y L z x L t A p x q L tω= ⇐ = ⇒ = ⇒  

     ( ) ( ) ( )sin 0 sin sinq L q L mπ⇒ = ⇒ = ⇒  

     ( 1, 2,3,...)
m

q m
L

π
⇒ = =  

 

Άσκηση 9 

Η ένταση του ήχου θα 

είναι µέγιστη όταν το 

µήκος της κολόνας 

του αέρα είναι τέτοιο 

ώστε να σχηµατίζεται 

στάσιµο κύµα µεταξύ 

του στοµίου του 

δοχείου και της 

ελεύθερης επιφάνειας 

του υγρού 

(συντονισµός). Το 

 

0.6m 

1m 



10 

στάσιµο κύµα θα έχει δεσµό στην επιφάνεια του υγρού και κοιλία στο στόµιο του 

δοχείου (βλ. σχήµα). Η διαφορά ύψους d της κολόνας αέρα ανάµεσα στις 2 θέσεις 

συντονισµού αντιστοιχεί στην απόσταση µεταξύ 2 διαδοχικών θέσεων συντονισµού, 

δηλ. στην απόσταση µεταξύ 2 διαδοχικών δεσµών, η οποία ως γνωστό ισούται µε λ/2, 

όπου λ το µήκος κύµατος µε λ=υ/ν. Συνδυάζοντας τα παραπάνω προκύπτει υ=2 d 

ν=2 0.4 440 m/sec =352 m/sec 

 

 

Άσκηση 10 

Η γενική µορφή ενός κύµατος στις 

δύο διαστάσεις µπορεί να γραφτεί 

ως ( )( , , ) sinx y t A t k rξ ω= − ⋅
� �

 όπου 

( ),r x y=
�

και ( ),x yk k k=
�

, συνεπώς 

( )( , , ) sin x yx y t A t k x k yξ ω= − − . 

Στο πρόβληµα έχουµε ανάκλαση στον άξονα y συνεπώς η γενική µορφή του κύµατος 

θα γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός ενός κύµατος µε κυµατάνυσµα ( ),x yk k k=
�

 

και ενός µε ( ),x yk k k= −
�

 δηλαδή 

( ) ( )1 2( , , ) sin sinx y x yx y t A t k x k y A t k x k yξ ω ω= − − + − +  όπου µπορούµε να δούµε 

εύκολα (εφαρµόζοντας πχ την οριακή συνθήκη ( ,0,0) 0xξ = ) ότι 1 2A A= −  και 

συνεπώς 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

( , , ) sin sin

2 sin cos
2 2

2 sin cos sin cos

x y x y

x y x y x y x y

y x y x

x y t A t k x k y t k x k y

t k x k y t k x k y t k x k y t k x k y
A

A k y t k x B k y t k x

ξ ω ω

ω ω ω ω

ω ω

 = − − − − + 

   − − − − + − − + − +
=    

      

=− − = −

 

όπου 12B A= − . 

Συνεπώς κατά µήκος του x-άξονα (απείρου µήκους) αναπτύσσεται τρέχον κύµα 

cos( )xt k xω − και κατά τον y-άξονα όπου τα άκρα, y=0 και y=α, είναι πακτωµένα, άρα 

αναπτύσσεται στάσιµο κύµα sin( )yk y . 

Από τις συνοριακές συνθήκες, έχουµε ακόµη 

 ( , , ) 0 sin( ) 0 , 1, 2,3..y yx a t k a k a n nξ π= ⇒ = ⇒ = =  

(n = 0 σηµαίνει ακινησία). Τελικά το κύµα γράφεται  

 ( )( , , ) sin cos x

n
x y t B y t k x

a

π
ξ ω = − 

 
 

Β) Από τον ορισµό του k
�
 έχουµε  

 

2

2 2 2

2

2

2 2
x y x

x

n
k k k k k

a n
k

a

π π π
λ

λ π

 = = = + = + ⇔ = 
   +  

 

�
 

Στην τελευταία σχέση το xk  παίρνει συνεχείς τιµές και συνεπώς 2 0xk ≥ . Η ελάχιστη 

τιµή του λ  είναι το µηδέν που αντιστοιχεί σε άπειρο xk . Η µέγιστη τιµή του 

a

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

y 

x 
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λ αντιστοιχεί σε  0xk = και 1n = . Συνεπώς οι περιορισµοί στο µήκος κύµατος είναι 

0 2aλ≤ ≤ . 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ 

1) Τα κύµατα µπορούν να εκφραστούν ως εξής 

)sin(),(1 tkxAtx ωξ −=  

)
4

sin(),(2
π

ωξ −−= tkxAtx  

Η επαλληλία τους θα δώσει: 

1 2( , ) ( , ) ( , ) sin( ) sin( )
4

( ) ( ) ( ) ( )
4 42 cos sin

2 2

( , ) 2 cos sin 2 2 sin
8 8 8

x t x t x t A kx t A kx t

kx t kx t kx t kx t

A

x t A kx t A kx t

π
ξ ξ ξ ω ω

π π
ω ω ω ω

π π π
ξ ω ω

= + = − + − − =

   − − − − − + − −   
⇒   

   
   

   = − − = + − −   
   

 

 

Η τελευταία δείχνει αρµονικό κύµα µε πλάτος 2 cos
8

A
π
 2 2 1.85A A= + ≈ , 

κυκλική συχνότητα ω, και καθυστέρηση φάσης π/8 σε σχέση µε το πρώτο κύµα.  

 

 

 

2) Η ένταση σφαιρικού κύµατος της µορφής 0
0 sin( )

P
p p kr t

r
ω− = − δίνεται από την 

σχέση 
2

0

2

0

1

2

P
I

rυρ
= .  (1) 

Από την δεδοµένη εξίσωση µπορούµε να δούµε ότι τα χαρακτηριστικά του κύµατος 

πίεσης είναι  

P0 = 0.2 N/m 

ω = 2πν = π⋅300 s-1 ⇒ ν = 150 Hz 

υ = ω/k = 300/0.909 = 330 m/s 

Θεωρώντας ότι η πυκνότητα του αέρα είναι ρ0 = 1.168 Kg/m
3
, η αντικατάσταση των 

παραπάνω τιµών στην (1) δίνει 
2 2 3

5

2 2 2 2 2

0.2 1 N s m 1 1 W
5.19 10

2 330 1.168 m m Kg m m
I

r r

−   = = ×   ⋅ ⋅   
, r σε µέτρα. (2) 

Από το διάγραµµα ακουστότητας (βλ. σελίδα 34 Alonso & Finn) βρίσκουµε ότι το 

όριο ακουστότητας για τη συχνότητα ν = 150 Hz είναι περίπου Ι = 10
-10
 W/m

2
. 

Αντικαθιστώντας αυτή την τιµή στην (2) υπολογίζουµε r = 720 m. 

Η ένταση του ήχου σε dB δίνεται από την σχέση 

0

10log
I

B
I

=  (3) 

όπου Ι0 = 10
-12
 W/m

2
 η  ένταση αναφοράς. Θέτοντας Ι = 10

-10
 W/m

2
, βρίσκουµε ότι Β 

= 20 dB.  
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3) A. Το πλάτος του στάσιµου κύµατος είναι A(x) = y0cos(2πx/L) και εύκολα 

βλέπουµε ότι γίνεται µέγιστο στα άκρα του σωλήνα, A(x = 0) = A(x = L) = y0. Επειδή 

ο σωλήνας είναι ανοιχτός, ένα στάσιµο κύµα που περιγράφει µετατόπιση ξ θα 

παρουσιάζει στα άκρα του κοιλίες (Α = y0) ενώ αντίθετα ένα κύµα που περιγράφει 

µεταβολή πίεσης ή πυκνότητας θα παρουσιάζει δεσµούς (Α = 0) γιατί 0p p
x

ξ
κ
∂

− = −
∂

 

και 0 0
x

ξ
ρ ρ ρ

∂
− = −

∂
 . Συνεπώς, το φυσικό µέγεθος που περιγράφει η δεδοµένη 

εξίσωση είναι µετατόπιση. 

Η συχνότητα του συγκεκριµένου στάσιµου κύµατος είναι ν = υk/2π = υ/L. 

Για τον ανοιχτό σωλήνα οι αρµονικές είναι νn = nυ/2L, όπου n = 1, 2, 3, ... 

Από την σύγκριση προκύπτει n = 2, και άρα έχουµε την δεύτερη αρµονική. 

Β. Για σωλήνα µε ένα άκρο κλειστό, οι αρµονικές δίνονται από την mν ′  = 
(2m+1)υ/4L, όπου m = 0, 1, 2, … Εδώ η τρίτη αρµονική αντιστοιχεί σε 2m =  . Για 

να έχουµε ν2 = ν2′⇒ υ/L = 5 υ/4L′⇒ L′ = 5L/4. 
 

4) ) Η διαφορά των ακουστοτήτων δίνεται από 

0 0

'
' 10(log log ) 10log( / ')

' 20dB

I I
B B I I

I I

B B

− = − =

− =

⇒ 2/ ' 10 100I I = =  

 
2

0

'2

0

100
'

I P

I P
= = ⇒ 0

'

0

10
P

P
=   

 

5) Η συνάρτηση περιγράφει κύµα που διαδίδεται από αριστερά προς τα δεξιά. Η 

ισχύς που µεταφέρεται σε ένα σηµείο x της χορδής είναι P καθ= Fυ , όπου υκαθ είναι η 

κάθετη ταχύτητα του τµήµατος της χορδής και F είναι η δύναµη που ασκείται σ’αυτό 

το τµήµα της χορδής από τα αριστερά. Η δύναµη αυτή είναι αντίθετη στη φορά της 

ταχύτητας και έχει µέτρο sin tan
y

F T T T
x

καθ α α
∂

= =
∂

≃  (δες και Alonso-Finn, σελ. 

23). Άρα η ισχύς δίνεται από την 
y y

P T
x t

καθ

∂ ∂
= = −

∂ ∂
Fυ , οπότε παραγωγίζοντας 

βρίσκουµε 2 2 2 2( )cos ( ) cos ( )P TA k kx t A T k kx tω ω ω ω= − − − = − . 

Κάνοντας χρήση της σχέσης 
T

k

ω
υ

µ
= = , η ισχύς γράφεται 

2 2 2cos ( )P A kx tµυω ω= − , όπου υ είναι η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος στη χορδή 

(να µην συγχέεται µε την υκαθ). Η µέση ισχύς δίνεται από  

2 2 2 2 21
cos ( )

2
P A kx t Aµυω ω µυω= − = . 


