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Ελληνικό Ανοικτό Πανεπιστήµιο  

Ενδεικτικές Λύσεις Θεµάτων Επαναληπτικών 

Εξετάσεων στη Θεµατική Ενότητα ΦΥΕ34 

 

KYMATIKH 

∆ιάρκεια: 210 λεπτά 

 

Ονοµατεπώνυµο: ………………………………………………… 

Τµήµα: …………… 

Θέµα 1
ο
   (Μονάδες: 2.5) 

Α) Θεωρούµε µετατόπιση του 

συστήµατος από τη θέση ισορροπίας 

όπως στο Σχήµα. Οι δυνάµεις που 

ασκούνται στις τρεις µάζες φαίνονται 

στο Σχήµα. Εφαρµόζοντας το 2
ο
 νόµο 

του Νεύτωνα για την κάθε µια µάζα 

παίρνουµε 

 

( )

( ) ( )

( )

2

1
1 1 1 2 12

1 1

2

2
2 2 1 1 2 2 3 22

2

2

3
3 3 2 2 32

3 3

( ) :

( ) : sin

cos

( ) :

d x
m m k x x

dt

N m g

d x
m m k x x k x x T

dt

T m g

d x
m m k x x

dt

N m g

θ

θ

= −

=

= − + − −

=

= −

=

 

Επιλύοντας για την τάση της µπάρας και χρησιµοποιώντας την προσέγγιση µικρών 

γωνιών 1,cos 1θ θ ≈≪  
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και χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του προβλήµατος 1 22 , 3 ,m m m m= =  

1 22 ,k k k k= = , 
2

m g

k
=ℓ  βρίσκουµε τελικά 
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Β) Εισάγοντας  τη γενική µορφή των κανονικών τρόπων ταλάντωσης 

( )cos , 1,2,3i ix A t iω δ= + =  στις εξισώσεις κίνησης παίρνουµε   
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οι οποίες γράφονται σε µορφή πίνακα ως 
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Το παραπάνω οµογενές σύστηµα έχει µη τετριµµένη λύση όταν 
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Θέµα 2
ο
   (Μονάδες: 1.5) 

Α.) Η παράµετρος q είναι η ταχύτητα του ήχου που η προσεγγιστική της τιµή είναι 

q=v=340m/s 

Β) Η λύση της κυµατικής εξίσωσης υπερπίεσης έχει την µορφή στάσιµου κύµατος 

που σηµαίνει ότι τα µόρια του αέρα ταλαντώνονται µε την ίδια γωνιακή συχνότητα ω 

και πλάτος που εξαρτάται από την συντεταγµένη x. Αυτές οι ταλαντώσεις έχουν ως 

συνέπεια την ταλάντωση της τιµής της πίεσης κατά µήκος του σωλήνα λόγω των 

πυκνωµάτων και αραιωµάτων που δηµιουργούν. Η αποµάκρυνση των µορίων του 

αέρα θα πρέπει να είναι τέτοια ώστε να έχουµε µέγιστο πλάτος ταλάντωσης όπου ο 

σωλήνας είναι ανοικτός και δεσµό όπου ο σωλήνας είναι κλειστός, όπως δείχνει το 

Σχήµα για την µεταβολή του πλάτους ταλάντωσης της πρώτης αρµονικής (ο σωλήνας 

είναι κλειστός στο x=0 και ανοικτός στο x=L) κατά µήκος του σωλήνα. 

 
Εύκολα συµπεράνουµε (π.χ. από την γεωµετρική σηµασία της παραγώγου) ότι η 

παράγωγος 
( ),x t

x

ξ∂
∂

 είναι µηδέν στα σηµεία που οι ταλαντώσεις αποµάκρυνσης των 

µορίων έχουν µέγιστο πλάτος και συνεπώς (από τη σχέση 

( ) ( ) ( )
0

,
, ,

x t
p x t P x t P

x

ξ
κ
∂

= − = −
∂

) συµπεράνουµε ότι το στάσιµο κύµα πίεσης κατά 

µήκος του σωλήνα έχει δεσµό εκεί που ο σωλήνας είναι ανοικτός. Στο ίδιο 

συµπέρασµα καταλήγουµε παρατηρώντας ότι η πίεση µέσα στο σωλήνα για  x=L, 

P(x=L,t)   θα πρέπει να είναι ίση µε την ατµοσφαιρική πίεση έξω από τον σωλήνα για 

το ίδιο x (η πίεση πρέπει να µεταβάλλεται συνεχώς)  και συνεπώς 

( ) ( ) 0, , 0p x L t P x L t P= = = − = .  Αντίθετα στο σηµείο που η αποµάκρυνση των 

µορίων έχει ελάχιστο πλάτος ταλάντωσης (δεσµός), όπως φαίνεται στο σχήµα, το 

πλάτος ταλάντωσης της πίεσης είναι µέγιστο (κοιλία). 

Χρησιµοποιώντας τις οριακές συνθήκες ,την σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( ), cos sin cosp x t A k x B k x tω= ⋅ + ⋅ ⋅    

και το γεγονός ότι για x=0 το πλάτος ταλάντωσης είναι  µέγιστο, δηλαδή 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

cos sin sin cos 0
x x

d
A k x B k x kA k x Bk k x

dx = =
⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ =        

Καταλήγουµε ότι: 
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π

= ⋅ + ⋅ ⋅ ∀  =  
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Όπου n=1,2,3… 

Άρα ( ) ( ) ( )0, cos cosnp x t p k x tω= ⋅ ⋅  

Και αντικαθιστώντας στην εξίσωση κύµατος  βρίσκουµε 
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Η κυκλική συχνότητα συνδέεται µε την ταχύτητα και τον κυµατάριθµο ως: 
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Γ) Για L=0.5 και n=1 ή n=2 έχουµε αντίστοιχα 
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Θέµα 3
ο
  (Μονάδες: 1.5) 

Α) Αν a  η απόσταση των σχισµών και b  το εύρος τους, τα πρωτεύοντα µέγιστα 

εµφανίζονται οταν µηδενίζεται ο παρονοµαστής του όρου της συµβολής, δηλαδή 

όταν 
sin

0,1,2,...an

a

a
n

θ

λ
= = , όπου 0

a
n =  αντιστοιχεί στο κεντρικό, και 3

a
n =  

αντιστοιχεί στο 3
ο
 πρωτεύον µέγιστο εκατέρωθεν του κεντρικού µεγίστου. 

Για να εµφανίζεται εκεί (στο εν λόγω θ) η πρώτη έλλειψη φωτός σηµαίνει οτι ο όρος 

της περιθλάσεως, ο οποίος µηδενίζεται οταν 
sin

1,2,...bn

b

b
n

θ

λ
= = , µηδενίζεται για 

1
b
n = . 

Εποµένως στο εν λόγω 
a bn n
θ θ= , 

1
sin 3 , sin 1

3

b
a b

a
θ λ θ λ= = ⇒ =  

Β) Το 1
ο
 δευτερεύον µέγιστο εµφανίζεται στο µέσον µεταξύ του κεντρικού και του 

1
ου
 πρωτεύοντος, κ.ο.κ, άρα το 3

ο
 δευτερεύον εµφανίζεται στο µέσον µεταξύ του 2

ου
 

και του 3
ου
 πρωτεύοντος. Εκεί είναι 

( ) ( )
2 3

1 5
sin sin sin 2 3

2 2a a

λ λ
θ θ θ= + = + =  

Εκεί πρέπει να µηδενίζεται, για 1
b
n = , ο όρος της περιθλάσεως,  

sin 1
b

λ
θ =  

Άρα 
5 2

2 5

b

a b a

λ λ
= ⇒ =  
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Θέµα 4
ο
  (Μονάδες: 1.0)  

Α) Το 1ξ  διαδίδεται προς την x+  διεύθυνση µε ταχύτητα 1

1

v
k

ω
= . Tα µέτωπα 

κύµατος είναι επίπεδα παράλληλα στο επίπεδο yz 

Το 2ξ  διαδίδεται προς την y−  διεύθυνση µε ταχύτητα 2

2

v
k

ω
= . Tα µέτωπα κύµατος 

είναι επίπεδα παράλληλα στο επίπεδο xz 

Β)Έχουµε 1

1

2

k

π
λ = , 2

2

2

k

π
λ =   οπότε    

1 2 1

2 1 2

3
k v

k v

λ
λ

= = =  

 
1 2

1 2 0 1 2

1
2 sin ( ) cos

2 2

k x k y
k kx y tξ ξ ξ ξ ω

−  = + = + −   
   

 

Γ)Το ελάχιστο της έντασης (η οποία είναι ανάλογη του τετραγώνου του πλάτους) 

βρίσκεται όταν  1 2

1
( )

2
k x k y nπ+ = , 0, 1, 2,n = ± ± …  11

3 3
y x n

λ
⇒ = − + . 

Οµοίως το µέγιστο της έντασης  βρίσκεται όταν 1 2

1
( ) (2 1)

2 2
k x k y n

π
+ = + , 

0, 1, 2,n = ± ± … 11
(2 1)

3 6
y x n

λ
⇒ = − + + .  

Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν επίπεδα κάθετα στο επίπεδο xy που η τοµή τους µε 

αυτό είναι οι παράλληλες ευθείες µε κλίση 
1

3
−  µε σταθερή απόσταση που δίνουν οι 

παραπάνω εξισώσεις και  που τέµνουν τους άξονες σε ισαπέχοντα σηµεία. 

 

Θέµα 5
ο
  (Μονάδες: 1.5) 

Α) Η σχέση παριστά στάσιµο κύµα της µορφής  ( )ˆ cos( ) cos( )oE E x kz tω=
�

 όπου 

2
, 2 f

k

π
λ ω π= = . Συνεπώς, λ=1.814cm και f=1.114x10

10
Hz 

Β) Ο δείκτης διάθλασης εξ ορισµού είναι 

( ) ( )
10

10 1 1

3 10 /
1.48

/ 7.10 / 2 3

c c cm s
n

v k s cmω − −

⋅
= = = =  

Γ) Εφαρµόζοντας την τριγωνοµετρική ταυτότητα 

( ) ( )2cos cos cos cosa b a b a b⋅ = + + −  

γράφουµε

( ) ( )10 10 101
ˆ ˆcos(2 3 ) cos(7 10 ) cos(2 3 7 10 ) cos(2 3 7 10 )

2
o oE E x z t E x z t z t = ⋅ = − ⋅ + + ⋅ 

�

που παριστά την υπέρθεση δύο ιδίων ΗΜ κυµάτων που διαδίδονται παράλληλα και 

αντιπαράλληλα της κατεύθυνσης του άξονα z. 

Το κύµα που διαδίδεται στην +z κατεύθυνση πρέπει να έχει το µαγνητικό πεδίο 

παράλληλα µε τον y άξονα ώστε το διάνυσµα ( )ˆ ˆE B x y× → ×
� �

να έχει πράγµατι 

κατεύθυνση στον +z. Αντίστοιχα το κύµα που διαδίδεται στην –z κατεύθυνση θα 

πρέπει να έχει, για τους ίδιους λόγους, µαγνητικό πεδίο που κατευθύνεται στον –y. 

Ας γράψουµε το ηλεκτρικό πεδίο κάθε ενός των ΗΜ κυµάτων που συµβάλλουν υπό 

την γενική µορφή: ( )ˆ cos( )oE x kz tε ω± =
�

∓  
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όπου ο δείκτης ± δηλώνει διάδοση στον θετικό ή αρνητικό ζ άξονα. Τα αντίστοιχα 
µαγνητικά πεδία θα είναι της µορφής ( )ˆ ( , )y f z t± ±Β = ±

�
 και θα υπακούουν στον νόµο: 

2

1 E

v t

±
±

∂
∇×Β =

∂

�
�

 (όπου v η ταχύτητα διάδοσης του ΗΜ κύµατος) 

Αλλά ( ) ( )( ) ( ),
ˆ ˆ ˆsin( ) ( , )o

f z tE
x kz t y f z t x

t z
ε ω ω και ±±

± ±

∂∂
= ± ∇×Β = ∇× ± =

∂ ∂

�
�

∓ ∓  

ώστε
( )

2 2

,1
ˆ ˆ sin( )o

f z tE
x x kz t

v t z v

ε ω
ω±±

±

∂∂  
∇×Β = ⇒ = ± ∂ ∂  

�
�

∓ ∓  

ή 

( ) ( )2 2 2

,
sin( ) , sin( ) cos( ) ( )o o o

f z t
kz t f z t kz t dz kz t C t

z v v kv

ε ω ε ω ε ω
ω ω ω±

±

∂    
= − ⇒ = − = +   ∂     ∫

∓ ∓ ∓

 

όπου η σταθερά ολοκλήρωσης θα πρέπει να είναι συνάρτηση ΜΟΝΟ του χρόνου. 

Ωστόσο µία κυµατική διαταραχή (λύση εξίσωσης κίνησης) πρέπει να είναι 

συνάρτηση του kz-ωt και όχι µόνο του χρόνου. Συνεπώς η C(t) θα πρέπει να είναι 

αριθµητική σταθερά, την οποία θα πάρουµε ίση µε µηδέν, και η ένταση του 

µαγνητικού πεδίου έχει την συναρτησιακή µορφή: 

( ) 2
, cos( ) cos( ) cos( )o o onf z t kz t kz t kz t

kv v c

ε ω ε ε
ω ω ω± = = =∓ ∓ ∓  

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι 
c

v
k n

ω
= = και προφανώς το πλάτος του µαγνητικού 

πεδίου θα είναι: 0
onb
c

ε
= . Θέτοντας τα δεδοµένα του προβλήµατος η ένταση του 

µαγνητικού πεδίου της επαλληλίας των ΗΜ κυµάτων θα παρίσταται ως: 

( ) ( )10 101 1
cos(2 3 7 10 ) cos(2 3 7 10 )

2 2
o oB B y z t B y z t= − ⋅ + − + ⋅

� ⌢ ⌢
 όπου 0

oE n
B

c
= . 

Προσέξετε το αρνητικό σύµβολο στον δεύτερο όρο λόγω της διεύθυνσης της έντασης 

του µαγνητικού πεδίου του κύµατος που διαδίδεται στα αρνητικά του z. 

εφαρµόζοντας την απλή τριγωνοµετρική ταυτότητα: 

( ) ( )2sin sin cos cosa b a b a b⋅ = − − +  καταλήγουµε ότι: 

10ˆ sin(2 3 )sin(7 10 )oE n
B y z t

c

 
= ⋅ 
 

�
 

∆) Η στιγµιαία τιµή του διανύσµατος Poynting είναι 
2

10 10

0 0

2

11

0

ˆ sin(2 3 )sin(7 10 )cos(2 3 )cos(7 10 )

ˆ sin(4 3 )sin(1.4 10 )
4

o

o

E nE B
S z z t z t

c

E n
z z t

c

µ µ

µ

 ×
= = ⋅ ⋅ =  

 

 
= ⋅  
 

� �
�

 

Παρατηρήστε ότι το µέτρο του διανύσµατος Poynting είναι της µορφής 

0 sin( )cos( )sin( )cos( )S kz kz t tω ω και η µέση τιµή του µέτρου για χρόνο µίας περιόδου 

είναι: 

2

0 0 0
0

1 1
sin( )cos( ) sin( )cos( ) sin( )cos( )cos 0

2

T
T

S S kz kz t t dt S kz kz t
T T

ω ω ω
ω

= = =∫
�

 

Που σηµαίνει ότι το στάσιµο ΗΜ κύµα δεν µεταφέρει ενέργεια στο χώρο. 
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Θέµα 6
ο
 (Μονάδες: 1.0)  

Η σχέση (22.17) των Alonso-Finn  2ancosϑ r = (2N −1)λ /2 περιγράφει τα µέγιστα 
ανάκλασης από το υµένιο λόγω ενισχυτικής συµβολής στην γωνία διάθλασης θr.  

Χρησιµοποιούµε το νόµο του Snell  sinϑ i = n sinϑ r και έχουµε 

a =
(2N −1)λ

4 n2 − sin2ϑ i

=
(2N −1)6000

4.4
= (2N −1)1363.6A

o

   (1) 

Άρα, πιθανά µήκη του πλακιδίου είναι 1363.6, 4090.9, 6818 κλπ Angstrom. 

 

 

Από διάθλαση παρατηρούµε φως στα 4500 Α.   Συµφωνα µε την σχέση (22.18)  

 

 

a =
Mλ

2 n2 − sin2ϑ i

=
M ⋅ 4500
2.2

= M ⋅ 2045.4 A
o

   (2) 

 

οπου Μ=1,2, …  Από την σύγκριση των εξισώσεων (1) και (2) παρατηρούµε οτι για 

ενισχυση πρέπει να ισχύει  

 
2N −1

M
=
2045

1363
≈
3

2
 

 

Για Ν=2, Μ=2  προκείπτει το  πλακίδιο µε το µικρότερο πάχος  περίπου 4090 A.  Για 

Ν=5, Μ=6 έχουµε πλακίδιο µε πάχος  περίπου 12270 Α κλπ. 

 

Θέµα 7ο  (Μονάδες: 1.0) 

Α) Ο φοιτητής µπορεί να ελέγξει αν για κάποια από τις δύο πιθανές τιµές του δείκτη 

διάθλασης υπάρχει ολική ανάκλαση στην απιφάνεια ΟΒ κατά την πρόσπτωση της 

δέσµης από το οπτικά πυκνότερο µέσο (πρίσµα, 2n ) στο οπτικά αραιότερο (αέρας, 

1 1n = ). 

Η γωνία θ2 υπό την οποία εξέρχεται η δέσµη από 

την πλευρά ΟΒ βρίσκεται µε εφαρµογή του 

νόµου του Snell: 

1 1 2 1sin sinn nθ ϕ=  

2 2 1 2sin sinn nϕ θ=  

µε 1 30θ = °  και 1 1n = . 

Επίσης από τη γεωµετρία του συστήµατος 

έχουµε 1 2 60ϕ ϕ+ = ° .  

α. Παρατηρούµε ότι για 2 1.35n =  βρίσκουµε 

1 21.7ϕ = °  και  2 38.3ϕ = °  το οποίο µας δίνει 

2 2 2sin sin 0.836 1nθ ϕ= = < , άρα σε αυτή την περίπτωση υπάρχει εξερχόµενη δέσµη. 

β. Παρατηρούµε ότι για 2 1.85n =  βρίσκουµε 1 15.7ϕ = °  και  2 44.3ϕ = °  το οποίο µας 

δίνει 2 2 2sin sin 1.3 1nθ ϕ= = > , που είναι αδύνατον, άρα σε αυτή την περίπτωση δεν 

υπάρχει εξερχόµενη δέσµη (ολική ανάκλαση). 
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Άρα ο δείκτης διάθλασης του πρίσµατος είναι 2 1.85n = . 

Β) Αρκεί να βρούµε το µήκος του 

τµήµατος ΕΒ. Από τη γεωµετρία του 

προβλήµατος έχουµε 

190 74.3ξ ϕ= °− = °  και 

120ξ ω+ = ° , άρα 45.7ω = ° . Με 
εφαρµογή του νόµου των 

συνηµιτόνων έχουµε: 

1. για το τρίγωνο ΖΗΒ: 

2 1sin(2 ) sinϕ ω ϕ
ΖΒ ΗΒ

=
+

 (1) 

2. για το τρίγωνο ΕΗΒ: 

sin sinω ξ
ΕΒ ΗΒ

=  (2) η οποία µε 

αντικατάσταση του ΗΒ από την (1) γίνεται 

1 1

2 2

sin sin
sin 0.28 2.8cm

sin sin sin(2 ) sin sin(2 )

ϕ ϕ α
ω α

ω ξ ϕ ω ξ ϕ ω
ΕΒ ΖΒ

= ⇒ ΕΒ = = ⇒ ΕΒ =
+ +

 

Άρα το ζητούµενο σηµείο απέχει 2.8 cm από το σηµείο Β. 

 

. 

Χρησιµοποιείστε όπου απαιτείται σταθερές από τα βιβλία σας. 

 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

θ2

α/2

α/2

O

A B

φ1

φ2

θ1

φ2

E

Z

H

x

x

w

w

 


